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Resumo

A resolucao de equacoes diferenciais é fundamental na modelagem de fendmenos em fisica, engenharia e ciéncias aplicadas. Um
exemplo classico é o problema da deflexao de uma placa retangular, modelado por um problema de valor de contorno. Contudo,
solugoes analiticas sao restritas a casos simples, o que refor¢a a importancia dos métodos numéricos. Entre as abordagens existentes,
o método dos elementos finitos destaca-se por sua flexibilidade na representagao de solugdes em dominios complexos. Seu principio
basico consiste em obter uma solucao aproximada dentro de um subespaco de projecao, no qual a equagao diferencial é projetada.
Preliminarmente foram abordados os fundamentos matematicos que sustentam a formulagao numeérica, abrangendo conceitos da
analise funcional, espacos de Hilbert e aproximagoes de fungoes continuas por séries de fungoes ortogonais. O objetivo central é
empregar polindmios como fungoes base no método dos elementos finitos, analisando a convergéncia da solucao numérica por meio
de implementagdes computacionais realizadas no software GNU OCTAVE. Os resultados demonstraram estabilidade e convergéncia das
solugdes a medida que se ampliava a dimensao do subespago de projecao.

Palavras-chave: Elementos Finitos, Polinbmios Ortogonais, Implementagbes Computacionais.

Abstract

The solution of differential equations is fundamental in modeling phenomena in physics, engineering, and applied sciences. A classical
example is the deflection problem of a rectangular plate, which can be modeled as a boundary value problem. However, analytical
solutions are limited to simple cases, which highlights the importance of numerical methods. Among the existing approaches, the Finite
Element Method stands out due to its flexibility in representing solutions over complex domains. Its basic principle consists of obtaining
an approximate solution within a projection subspace onto which the differential equation is projected. Initially, the mathematical
foundations underlying the numerical formulation are presented, including concepts from functional analysis, Hilbert spaces, and
the approximation of continuous functions by series of orthogonal functions. The main objective is to employ polynomials as basis
functions in the Finite Element Method, analyzing the convergence of the numerical solution through computational implementations
carried out in the GNU OCTAVE software. The results demonstrate the stability and convergence of the solutions as the dimension of
the projection subspace increases.

Keywords: Finite Elements, Orthogonal Polynomials, Computational Implementations.
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A utilizacio de métodos aproximativos constitui uma abordagem
amplamente empregada na obten¢ao de solucdes satisfatorias para
problemas em diversas dreas. Em Rocha; Azevedo; Oliveira; Correa
2018, apresenta-se a aproximagdo numérica de equacdes integrais
funcionais uma classe de equacoes integrais nao lineares do tipo
Fredholm de segunda espécie por meio do método de colocacdo com
funcdes de base continuas por partes. A aproximacio por polinémios
apresenta diversas vantagens, uma vez que tais fun¢des possuem pro-
priedades que tornam mais simples o tratamento analitico e numérico
de problemas. Por exemplo, as funcoes polinomiais permitem calcular
derivadas e integrais de forma direta ou computacional com elevado
grau de precisdo. Técnicas baseadas em func¢des polinomiais podem
ser utilizadas na solucdo numérica de equacées diferenciais, como o
método abordado ao longo deste artigo: o Método dos Elementos Fini-
tos (MEF). Com o avanco dos recursos computacionais, esse método
tornou-se amplamente difundido e consolidado nas ultimas décadas.

Neste trabalho, temos como objetivo principal utilizar o MEF
para determinar solucdes aproximadas de equagdes diferenciais or-
dindrias. Seu principio basico consiste em obter uma soluc¢ao aproxi-
mada dentro de um subespaco de proje¢ao, no qual a equacéo diferen-
cial é projetada. Inicialmente abordaremos os polindmios ortogonais
e, principalmente, a caracteristica de construcio por uma férmula
recursiva, o que amplia sua aplicabilidade computacional. Posterior-
mente, apresentamos o Método de Elementos Finitos, e assim em-
pregamos os polindmios ortogonais para construir as funcoes bases
que geram os subespacos de projecdes da solucdo. Por fim, apresenta-
mos os resultados das implementacées computacionais realizadas em
um problema-teste. Em todo trabalho, foi utilizado o software GNU
OCTAVE como ferramenta computacional.

2. SERIES DE FUNCOES E POLINOMIOS ORTOGONAIS

esta Se¢do, iremos abordar a nocdo de convergéncia para séries
de funcodes além de métodos para construir as sequéncias de
polinémios ortogonais bem como seus principais resultados.

Definicao 2.1 (Convergéncia de séries de fungdes). Dada qualquer

sequéncia ortonormal (e,) em um espaco de Hilbert (. Seja (s,) a
sequéncia definida pelas somas parciais,

S, =ae; + - +aye,,

onde oy, a,, -+ sdo numeros reais. Quando esta sequéncia converge
para um numero s € ¥, ou seja, ||s, — s|| — 0 quandon — oo,
dizemos que s é a soma da série infinita(s, ), ou simplesmente a série,
isto é

@

o
Z A€ = S.
k=1

Quando (s,) ndo converge, dizemos que a série é divergente.

Teorema 2.1 (Convergéncia). Seja (e,) uma sequéncia ortonormal
em um espaco de Hilbert J(, entdo:

(a) A série (1) converge se, e somente se, a série
[s+]
Z lati |?
k=1
converge.

o
(b) Se a série (1) converge para x, ou seja, x = Z aey, entdo os coefi-
k=1
cientes oy, sdo determinados pelos coeficientes de Fourier (x, e;).
Neste caso, (1) pode ser reescrito da seguinte forma:

0

x = Z(x,ek)ek.

k=1

(¢) Para qualquer x € J, a série (1) com o, = (X, e, ) converge.
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Demonstracido: (a) Seja
Su = e + o+ e, €0, = ]’ + o
entdo pela ortonormalidade e,, para quaisquer n > m temos,
152 = Smll* = llotmsr€msr + -+ + anen||?

= |t Pllemall® + -+ + |ty | llen] 2

I(xm+1|2 +e |an|2

Op— Om-

Portanto (s,) € uma sequéncia de Cauchy em H se e somente
se, (g,) € Cauchy em R. Como H e R sdo completos, segue a
primeira afirmacédo do teorema.

(b) Tomando o produto interno de s, por cada e, k < n fixado,
temos que (s, e,) = a; Por hipotese lim s, = x. Como o produto
n—oo
interno é continuo,
<snyej>_) (x,ej) (J Sk)

Podemos considerar k < n suficientemente grande de modo que
lim (s,, e;) = lim o
n— oo n— o0
(lim s,,e,) = ay
n— oo
(x,er) = a.
Como queriamos demonstrar.

A série

©
Do lx e
k=0

€ uma série numérica em R e, obviamente, crescente, pois seus
termos sdo positivos. Além disso, pela desigualdade de Bessel,
temos que

o
2. el < Jlx|?
k=0

logo também ¢ limitada, assim a série € convergente. Pelo item
(a) temos que a série em J dada por

)

Z(x’ek>ek»

k=0

¢ também convergente.

24. Polinomios ortogonais

De acordo com Yen 2013, os polindmios ortogonais bem como
suas sequéncias sido conceitos poderosos para resolver problemas
numéricos, como por exemplo equacoes diferenciais ordindrias. Fare-
mos uma abordagem com as defini¢des e principais teoremas que
usaremos na nossa proposta e apresentaremos a constru¢ao dos
Polinémios de Legendre.

Um polinémio p de grau n é uma funcdo da forma
p(x) = ay+ a;x + ax* + - a,_1 X" + a,x",
com ay, a,,...,a, € Rea, #0.

Denotaremos por P, o subespaco vetorial dos polindmios de grau
no maximo n. Desta forma, notamos que o espaco vetorial de todos
os polinémios é:

Cs

P,.

=

o
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Evidentemente, P ¢ um subespaco do espaco de Hilbert das
fungdes continuas definidas no intervalo [a, b] cujo produto interno
usual é:

b
(frg) = f FOgO() dt, @

onde f, g € Cla, b] e w é uma funcdo continua positiva Kreyszig 1989.

Como P é um subespaco do conjunto das func¢des continuas, podemos
tomar em P o produto interno definido por (2), restrito a P.

Definicio 2.2. Dado um produto interno (-, -) em P, uma sequéncia
de polinémios ortogonais (p,,) ¢ uma sequéncia onde cada polinémio
pn(x) de grau n e satisfaz a condicdo de ortogonalidade entre seus
elementos

0, sen#m,

<pmpm>= o, >0, sen=m.

Um dos métodos da literatura para construir essa sequéncia é
o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, que se mostra um
método computacionalmente invidvel, pois 0 mesmo possui um custo
computacional alto. No entanto, apresentaremos ao decorrer desta
secdo métodos com menor custo computacional.

Dada uma sequéncia ortonormal de polinémios, (p,,), é possivel
demonstrar que esta sequéncia € linearmente independente Kreyszig
1989. Além disso, o subespago P, ¢ gerado pelo conjunto {p,};_, €,
consequentemente, {p, }>, gera todo o espaco dos polinémios P.

Teorema 2.2. Seja -, -) um produto interno em P. SGo equivalentes
as seguintes afirmacdes:

(@) (p,) é uma sequéncia de polinémios ortogonais com respeito a
(DX

(b) {p(x), p,,(x)) = 0 para todo polindémio p(x) de grau menor que
m e (p(x), p,,(x)) # 0 para todo p(x) de grau exatamente m;

(© (x, pn(x)) = 0paral < me(x™, p,(x)) #0;

Demonstracgdo: A relacio (b) < (c) é obtida diretamente pela
definicoes de polindmios ortogonais. Para demonstrar que (a) <
(b), basta ver que se p(x) é um polindmio de grau [, entdo existem
constantes ¢, tais que podemos reescrever da seguinte forma,

I
p(x) = Z Cl,kpk(x)’cl,l #0.
k=0

Pela bilinearidade do produto interno,

1
Z € Pk (X), P ()

0
0, sem # 1,
Conn{Pm(X), Pn(X)) £0, sem =1,

(P(x), prm(x))

O

Definicao 2.3. A sequéncia de polinémios (p,) é chamada de sequén-
cia de polinémios ortonormais se

(Pi0). P = 8yl = 0.1...

onde §,,, chamado de delta de Kronecker, definido por

0 sel#m,

Otm = 1 sel=m.

Podemos observar que, dada uma sequéncia de polindmios ortog-
onais (p,), podemos construir uma sequéncia de polindmios ortonor-
mais (p;) definindo p;; := p,./||p.||, para todo n € N.

Veremos, a seguir, uma relacdo de recorréncia que nos garante
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que, dados trés polindmios ortogonais consecutivos, eles estardo
conectados por esta relacdo de recorréncia.

Teorema 2.3. Seja (p,) uma sequéncia de polindmios ortogonais em
C(a, b). Entdo vale a formula,

pn+1(x) = ()/n+1x - 6n+1)pn(x) - an+1pn—1(x)s nx0 (3)

com p_i(x) := 0, po(x) = 1, e os coeficientes &t 1, Pni1>Yni1 € R,
n > 1, dados por,

an 1,n+1
yn+1 = ;T; ;é Os
(XPys> Pn)
Bus1 = 7n+1m 4
Ynt1  (Pn>Pn)
an+1

Yn <pn—1’ pn—1>
Demonstracao: Usaremos

pn(x) = an,nxn + o+ an,l-x + an,O
para denotar um polindmio de grau n.

Observando que xp,(x) é um polindmio de grau n + 1, podemos
escrever:

n+l

xpn(x) = Z bipi(x)’ (5)

i=0
ou seja,

n
an,nxyH1 + et an,lx2 + an,Ox = Z bipi(x) + bn+1pn+1(x)
i=0

n

— 1

= Z bipi(X) + b1 Qi1 n 1 XM+ o+ 11X F Ay
i=0

Igualando os termos de maior grau, temos:

App = bn+1 Api1n+1-

Assim,
an,n

bn+1 = .
Api1n41

Além disso, para qualquer j, temos:
b

(o). Py () = f P ()P, (X)dx = pa(), X)),

a
e, em particular, para j < n — 2, sabemos que p;(x) tem graun —2 e
assim xp;(x) tem grau n — 1. Como p,(x) tem grau n, pelo Teorema
2.2,
(xpn’pj> = <pn’xpj> =0
para j < n — 2. Por outro lado, usando (5), temos:

n+l n+l

0= <xPn’Pj> = <z bipi’pj> = z bj(Pth) = bj<pj?pj>'
i=0 i=0

ou seja, b; = 0 para todo j < n — 2,. Novamente na Equacio (5)
obtemos

n+l

xp,(x) = Z bipi(x)

i=0

xpn(x) = bn+1pn+1(x) + bnpn(x) + bn—lpn—l(x)'
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Isolando p,,,,(x), obtemos

xpn(x) _ bnpn(x) _ bn—lpn—l(x)

a1 (X) =
P ! bn+1 bn+1 bn+l
1 bn ) bn—l
=(Ax- 0= (32 Pt ©
(bn+1 bn+1 P bn+1 Pra
Reescrevendo (6) com os respectivos coeficientes,
pn+1(x) = (Yn+1x - ﬁn+1)pn(-x) - an+1pn—1(x)’ (7)
onde
1 bn—l _ bn
Yne1 = m,anﬂ = maﬁn+1 = bn+1'

Agora, vamos determinar os valores de ¥,,,,, 8,41 € ®,4,. Inicial-
mente vimos que bn+1 = an,n/an+1,n+1’ IOgO Va1 = an+1,n+1/an,n'

Como (p,,1, p,) = 0 em (7), segue que
0= <pn+1’ pn> = yn+l<xpn’ pn> - ﬁn+l<pn’ pn> - an+l<pn—1’ pn)’
mas (p,_;, p,) = 0. Desta forma, obtemos o valor do outro coeficiente,

(XPp, Pn)
(Pus Pn)

Resta calcular «,,,,. De maneira analoga, temos

ﬁn+l = }ln+1

0 =<pn+l5 pn—l)
=7n+1<xpn’ Pn—1> = B <pn’ pn—l) — Apy1 <pn—1 > Pn—1 ),

e como (p,, p,_1) = 0, obtemos:

(XD, Pu-1)

<pn—1’ pn—1> ’ (8)

CZn+1 = Yn+1

Vejamos, separadamente, uma expressdo para o cédlculo de
<XPn, pn—l)'

Aplicando a férmula (7) para determinar p,, temos que:
pn(x) =(J/nx - ﬁn)pn—l(x) - anpn—Z(x)
=ynxpn—1(x) - ﬁnpn—l(x) - anpn—Z(x)

isolando xp,_,(x),

1 n oy,
Poa () = 2p, 0+ Ep 0+ Ep L. ©
Vn Vn Vn
Por fim, usando (9), segue que
<xpm pn—l> =<pn7 xpn—1>
1 By Ay
= n’n+_ n> Pn— + — n> Pn—
yn<p Dn) yn<p Pn-1) n(p Pn-2)
1
- yn <prl’ pn>’
e, substituindo em (8), concluimos que,
a — Yn+1 <pn’ pn>
m yn (pn—li pn—l)
O

O Teorema 2.3 nos informa que dada uma sequéncia de
polinémios ortogonais (p,,), estes polindmios satisfazem a formula
de recorréncia (4). Por outro lado, podemos uséa-la para construir
sequéncias de polindmios ortogonais. Para isso, notemos que y,,,;
depende do coeficiente a,,; ,,,, associado ao termo de maior grau
de p,,,. Desta forma, vamos impor escolhas para y,,,, a depender do
que é encontrado na literatura Yen 2013. A escolha do intervalo [a, b],
bem como da funcdo w, nos dara diferentes sequéncias de polinémios
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ortogonais, que veremos na Subsecao 2.2.
2.2. Polinomios de Legendre

Nesta subsecio, construiremos uma sequéncia de polindémios
ortogonais tais quais os polindmios de Legendre a fim de usa-los
para construir a base do subespaco de projecdo que utilizaremos
no Método de Elementos Finitos. E importante salientar que a es-
colha dos polindmios de Legendre, embora existam outros modelos de
polinémios ortogonais, deve-se a simplicidade no célculo do produto
interno entre esses termos, bem como a definicdo do seu intervalo de
integracao.

Considerando o produto interno usual para o espago vetorial das
funcoes continuas C[a, b],com [a, b] = [—1, 1], ou seja, considerando
w(x)=1,

<ﬁ@=ffummw,

vamos obter esta sequéncia de polindmios ortogonais, a menos de
multiplicagdo por constantes, utilizando a relagio de recorréncia:

pn+1(x) = (Yn+1x - ﬁn+1)pn(x) - an+1pn—1(x)a

2n +

1 . . .
COM Y4y = ——7 Iniciando com n = 0 e considerando p_; =0e

Po = 1, temos y; = 1 sabendo disso determinaremos p,. O termo a;
ndo € necessario o calculo pois p_; = 0. Desta forma,

pi(x) =x
32 1_lano
p(x) = 5 3= 32 (3x 1)
o3 5 6 _ 1.5
ps(x) = 2x 6x 9x— 2(Sx 3x)
1
pa(x) = §(35x4 —30x% +3)
ps(x) = %(63x5 — 70x3 + 15x)

Continuando, obteremos uma sequéncia (p,) ortogonal. Veja em
Figure 1, os graficos do primeiros polindmios de Legendre no intervalo
[-1,1].

Notemos que esta relagdo de recorréncia pode ser reescrita por:
2n+1

n+1 (10)

n
P (X) = xpn(x) — n_-l-lp"‘l(x)’ n>0.

A Equacgio 10 generaliza os Polindmios de Legendre para
n > 0,com

_2n+1,
ST =T
* 18n+1=0;e

_ n
T S T

e com o produto interno usual para o espago vetorial das funcoes
continuas de [—1,1]. Notemos que p,(1) = 1,Vn, p,(-1) = 1,sen
pare p,(—1) = —1, se n impar.

Resumidamente, vimos nesta secdo, que dada uma funcéo, pode-
mos escrevé-la como uma série de funcoes ortogonais, em partic-
ular, por polindmios ortogonais. Considerando uma sequéncia de
polindmios ortogonais de grau menor ou igual a n, esse conjunto
gera um subespaco do espaco das funcdes continuas. No Método
de Elementos Finitos, vamos procurar solucdes aproximadas nesse
subespaco.
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Figura 1. Graficos dos Polindémios de Legendre py, parak = 0,1, ...,
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5.

plx)

3. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADOS EM
EQUA(;GES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

S egundo Cunha (2000), conhecemos poucas técnicas matemati-

cas gerais para encontrar solucoes analiticas para as equacdes
diferenciais. Boa parte do que conhecemos se restringe a equagdes
diferenciais ordinarias lineares com coeficientes constantes. Neste
sentido, os métodos numéricos vém sendo bastante utilizados e de-
senvolvidos cada vez mais com o avanco da tecnologia. Dentre os

métodos mais utilizados, destacamos o0 Método de Diferencas Finitas
e 0 Método de Elementos Finitos.

Com base em Rincon; I-Shih (2013), o Método das Diferencas
Finitas aproxima derivadas por expansdes em séries de Taylor, resul-
tando em sistemas algébricos definidos em malhas discretas. Essa
técnica permite obter solucdes numéricas de equagdes diferenciais de
forma direta, embora sua precisdo dependa da escolha da discretiza-
¢do e da estabilidade do esquema. O método das projecoes, por sua
vez, busca aproximar a solugio em um subespaco de dimensio finita
gerado por funcdes-base. O método dos elementos finitos é um caso
particular, no qual a solucéo é construida como combinagio linear de
func¢des continuas associadas ao dominio. Neste trabalho, considera-
se 0 uso de polindmios ortogonais como fungdes-base, devido as suas
propriedades analiticas favoréaveis.

3.4. Polinomios ortogonais aplicados no MEF

Consideremos o problema padrio de Sturm-Liouville:
a(x)y" (x) + b(x)y'(x) + c(x)y(x) =d(x), a<x <b
y(a) =y(b) =

onde a(x), b(x) e c(x) sdo fungdes com derivadas continuas,
y(a),y(b) € R dependentes das condi¢des de fronteira.

1y

Agora, consideremos o problema de Sturm-Liouville, definido
sobre o intervalo (a, b) e, sem perda de generalidade, vamos conside-
rar o problema (11) no intervalo [—1, 1]. Fazendo uma mudanca de
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0.5

varidvel em (11) para que o dominio se restrinja a [—1, 1], tomando

—a)

x=x(v)=a+(

(v+1),
quando x = a, temos v = —1 e quando x = b, temos v = 1.
Pela regra da cadeia, obtemos:
dy _dydv _dy
dx ~ dvdx ~ dv’
Como
d_x (b—a) _ 2
dv 2 dx (b-a)
temos,
dx dydv dy 2 ,
x_ D22 = Y ().
dy dvdx dv(b—a)

Ja para a segunda derivada, obteremos a seguinte expressao:

d’y d (dy d (dy\ dv

dx? ~ dx (dx) dv (dx) dx
_i(Ld_y)@_ 2 &y dv
Tdv\(b-—a)dv/dx ~ (b—a)dv? dx
_ 2 dy 2 4 dz_y_,,()
Th-wd? b-a) (-apd? T

e, substituindo em (11), chegaremos a:
2D ) + 225Dy (x(0) + ex@)yx(0) = A=)
(b—a) (b-a)
Fazendo A(v) = a(x(v))( B(U) b(x(v))——— (b ,

C(v) = c(x(v)) e D(v) = d(x(v)), teremos a expressdo (11) escrita da
seguinte forma,

A(v)y”(v) + B(v)y'(v) + Cl)y(v) =D().—1<v<1
y-)=y1)=0

(12)
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Procuraremos uma solugdo aproximada do problema (12) no
subespaco gerado pela sequéncia de polindmios de ordem até m, ou
seja, no subespaco P = span{p,, p;, -.-» P,}- Desta forma, a solugio
neste subespaco ¢ dado por:

Im(V) = Z c;9;(v),

J=0

(13)

onde ¢; sdo as fungdes base e c; sdo os coeficientes a serem determi-
nados, e as funcdes bases satisfazem as condi¢des de contorno,

¢,(-1)=¢;1)=0,V.

Para determinar tais ¢;, vamos utilizar os polindmios ortogonais
de Legendre, denotados anteriormente por p,,, de tal modo a seguir a
seguinte relacdo de recorréncia:

¢n(x) = pn(x) - pn—Z(x)’ nx>3

e, desta forma, satisfazem as condi¢des de contorno,

¢, (1) = ¢,(1) = 0.

Uma vez que sdo conhecidas as funcdes bases, o objetivo sera de-
terminar os coeficientes c; da solugdo aproximada (13) e sua primeira
e segunda derivada sdo, respectivamente:

Yn(©) = D¢ (L), ym() = D ¢;8! (V).
j=0 Jj=0

Substituindo em (12),

A@V) Y ¢/ () + B() D ¢;¢/(0) + C(v) D ¢;,(v) = D(v).
j=0 j=0 Jj=0

Reorganizando, temos:

m

> ¢ (A7 (©) + B, ) + C)P,(v) = D(v).

j=0

No Método de Elementos Finitos, vamos fazer a projecao da
equacio diferencial sobre o subespaco P. Para isso basta aplicar o
produto interno sobre a equacio diferencial pelos elementos da base
de P, ou seja, multiplicamos (12) por p;, i = 0,1, ..., m e integramos a
equacdo restante em [—1, 1], observe que,

m

(T e (4] ©) + B ©) + CI$, ) pi))

Jj=0

=(D(v), pi(v))
2 ¢ (A ©) + B W) + CI$,)), (V)
j=0

=(D(v), p:(v)),
onde, por definicdo,
2.¢i | [A@)E) @)+ B)$(©) + C(0)$;(0)]p;(v)dx
j=0 Y=

1

=f D()p;(v)dv,i =0,...,m.
-1

Isto nos d4 um sistema com m + 1 equacoes lineares com m + 1
incognitas, e além disso. Vale ressaltar que, por se tratar de resulta-
dos numéricos, todas as integrais envolvidas na aplicagao do método
serdo avaliadas por meio de técnicas de integracdo numérica, imple-
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mentadas também no GNU OCTAVE.

1

" _ 0 , sej<i,
/:1¢j(v)pi(v)dx_{aeﬂ% , sej>i.
Generalizando,
1
0 , sej#i,
(V)p;(v)dx = A
L #/p) { Ip@IP . sej=i.

A matriz do sistema resultante terd estrutura esparsa devido a
escolha das fungdes base geradas por polindmios ortogonais. Como
as entradas da matriz sdo dadas por produtos internos entre essas
fungdes de base (e possivelmente suas derivadas), a propriedade de
ortogonalidade implica que muitos desses produtos internos se an-
ulam. Consequentemente, a maior parte dos coeficientes da matriz
sdo iguais a zero, restando apenas alguns termos proximos da diag-
onal principal. Em particular, dependendo da ordem das derivadas
envolvidas, essa estrutura leva a uma matriz pentadiagonal, o que
reduz significativamente o custo computacional e facilita a resolucédo
numérica do sistema linear associado.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

N esta se¢do, apresentaremos exemplos de equacdes diferenci-
ais e explorar o Método de Elementos Finitos para encontrar

solugdes numéricas que serdo apresentada por meio de plotagens

utilizando o Software GNU OCTAVE.

Exemplo 4.1. Seja o problema de valor de contorno (PVC)
Y +4x*y(x) = 6x cos(x? — 1)
y=1D)=y1)=0,

-1<x<1
(14)

Vamos encontrar a solucdo aproximada a partir de (13), uti-
lizando as funcdes base geradas pela sequéncia de polindmios or-
togonais de Legendre.

Como ¢ de interesse verificar a convergéncia do método va-
mos comparar a solu¢do numérica com a solucgéo analitica do PVC
e avaliaremos o erro apresentado. A equacgdo tem como solugdo
analitica y(x) = x sin(x? — 1).

Como em (14) o intervalo é [—1, 1], ndo se faz necessario aplicar a
mudanca de varidvel. Vamos aplicar diretamente o método e resolver
nosso sistema encontrado computacionalmente. Inicialmente se faz
necessario apresentar as funcoes base ¢;(x), tais que satisfazem as
condigdes de contorno do problema inicial. Utilizando a sequéncia
de Polinémios Ortogonais de Legendre, teremos a seguinte relacao,

¢n(x) = pn(x) - Pn—z(x) n 3.

essa condicdo garante que para n > 3, ¢,(—1) = ¢,(1) = 0. Resta de-
terminar ¢;(x) parai = 0, 1, 2, por conveniéncia propomos que sejam
polindmios de grau 3 e satisfazendo as condicoes de contorno. Com
isso observamos que tais funcdes base restantes tem como divisores
os polindmios (x — 1) e (x + 1), assim adotaremos,

Po(x) = x-Dx+1)=(x*-1)
P(X)=(x-Dx+Dx2=1)=(3—1/2x2 —x +1/2)
$,(x) = (x — D(x + D(x? + 1) = (x> +1/2x* — x = 1/2).

Determinadas as ¢;(x), faremos a proje¢do do nosso problema
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utilizando (13), onde chegaremos ao seguinte sistema de equagdes:

¢ | [#(x) +4x%; ()i (x)] dx
=0 J=1

1

=[ [6x cos(x? — 1)][¢;(x)] dx.

O primeiro membro da igualdade resulta em uma matriz A = [a;;],
comi,j =0,...,m. O segundo, um vetor B = b;. Com isso, teremos
um sistema Ac; = b;, com m + 1 incégnitas e m + 1 varidveis, essas
incdgnitas sdo justamente os coeficientes c; a serem determinados.

Figura 2. Solugio Numérica da Equagdo 13.

(@ym=3

b)ym=7

(c)m =10

Nas Fig. 2a, Fig. 2b e Fig. 2c, apresentamos a solu¢do numérica
através da expressdo (13),comm = 3, m = 6 e m = 10. Como
(14) tem solucdo analitica y = x sin(x? — 1), calculamos o erro de
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aproximacao utilizando a norma do maximo, ou seja

“fnum - fext”oc = max |fnum(-x) - fext(-x)|
x€[-1,1]

~ mlax |fnum(xi) - fext(xi)l'

Respectivamente, para valores de m iguais a 3, 6 e 10, temos os
seguintes erros: 0.04582, 0.01001 e 3.0360 - 10~3. Notemos quando
aumentamos m, a solucdo numérica se aproxima da solugio analitica,
mostrando a convergéncia do método.

Exemplo 4.2. Aplicacdo do MEF em um problema de deflexdo de uma
placa retangular.

A deflexdo de placas é um fendmeno descrito por equacoes diferen-
ciais, nas quais se modelam as deformacées causadas pela aplicacdo
de carregamentos transversais. Esse tipo de andlise é fundamental no
estudo e verificagdo de estruturas, sendo particularmente relevante na
avaliagdo de comportamentos mecdnicos e estruturais.

Neste contexto, considera-se o problema de determinar a linha
eldstica de uma placa retangular uniformemente carregada e sujeita a
tensdo axial, assumindo pequenas deflexdes. O modelo pode ser descrito
um problema de valor inicial com uma equacdo diferencial ordindria
de segunda ordem da forma:
gl gl

__+_

2 0<x<
b T 0sxsb

Y00 = B0 =
y(0)=y() =0,
onde

« comprimento da placal = 1,0m

« rigidezD = 10’Nm

« forca axial S = 200 Ncm

« intensidade da carga uniforme g = 7N /cm?.

A fim de utilizar a mesma base gerada pelos polinémios de Legen-
dre, realiza-se uma mudanca de varidvel que transforma o intervalo
[0,1] em [—1,1]. Definindo

x(©) = 2@ +1),

tem-se, pela regra da cadeia,

dy _dydo
dx ~ dvdx’
e
cﬂ_y_i<d_yd_v>_@(@)2
dx2 ~ dx \dvdx/  dvz\dx/)
Como
dx 1 dv_2
dv 2 dx I’
segue que
d’y adly
dx2 = 12 dv?’

Substituindo essas relagdes na equacdo diferencial original, obtém-
se o problema equivalente no novo dominio:

4d*y S ql ql 2

PR BJ’(U) =-3ptp (x()", (15)
que pode ser reescrita como:

d*y  SP g ql* ,

a "’V ="ap tiep
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Dessa forma, o problema de valor de contorno transforma-se em:

dzy Slz
a ¥V =

y(=1) =y =0.

q?  q* s
aD + 16D(u+1) ,ve[-1,1]

Substituindo a solucdo aproximada
Im(V) = Z C;9;(v),
Jj=0

na equacdo anterior, obtemos:

1

I

/ (—q—lz + q—l4(v + 1)2> ¢:(v) dv.

PHLAORES JFAOIEICLE
j=0 j=0

4D 16D

Reorganizando os termos, segue que

mé C; " (L)$; (L) dv — —Slz ¢;(v)g;(v) dv
J 4D
j=0 -1 -1

1 qlz ql“ .
[1 (—E + E(U + 1) )gb,-(v)dv.

Aplicando integragdo por partes no primeiro termo, obtemos:

[ ¢;’<u)¢i(v>dv=[¢;(v)¢i<v)];— / ¢/ (v)¢)(v) dv.

Considerando as propriedades das fungdes base, o primeiro termo
apos aplicarmos a integragcdo por partes é nulo, restando:

| gropwar=- [ g

Assim, define-se o sistema linear:

a = f $i@pi)dv - % f AR @)Y,

1 2 14
fi= / (—Z—D + s+ 1)2) $(v)dv,

parai,j=0,1,..,m.

Dessa forma, obtém-se um sistema linear com m + 1 equagdes e
m + 1 incégnitas, dado por:

AC =F. (16)

Resolvendo o sistema (16) para diferentes dimensoes do subespaco
aproximante, obtém-se os coeficientes da solugdo aproximada.

Para m = 3, tem-se:

2.04110- 1078
—1.10880 - 1078
—0.93230- 1078 |’
—0.22063 - 1078
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e, param =17:

[ 2.0412-1078 ]
—1.1089 - 1078
—9.3231-107°
—2.2064 - 107°
—4.3096 - 10710
7.5488 - 10712
—3.1650 - 1071

| 1.2793- 1071

A equacdo apresentada caracteriza-se como uma equagdo diferen-
cial ordindria linear de segunda ordem com coeficientes constantes. Nes-
sas condigoes, é possivel obter sua solucdo analitica de forma fechada,
por meio da resolucdo da equacdo caracteristica associada. Essa solucdo
exata foi entdo utilizada como referéncia para validagdo da solucdo
numérica obtida pelo método dos elementos finitos, permitindo a quan-
tificacdo do erro e a andlise da precisdo do método empregado. Os erros
associados as aproximagcdes podem ser organizados na Table 1.

Figura 3. Solugdes numéricas para o problema teste

3.5e08 T
—— Sol.num.
—— Sol.suata

3808 - 4

2.5608

2608

1.5608

5809 -

3.5608

3e08 |

25eD08

2e08 |

1.5608 [

56089 -

Tabela 1. Erros da aproximagio da solucéo para diferentes valores de m.

m Erro

3 0.01040600
7 0.00057997

Veja nas Figuras 3a e 3b os graficos das solu¢des numéricas
encontradas a partir do MEF para o problema teste.



RECET Um Estudo Sobre Polindmios Ortogonais Aplicados ao Método de Elementos Finitos para Resolver Equagdes Diferenciais

5. CONSIDERAGOES FINAIS

A s atividades desenvolvidas ao longo deste trabalho permitiram
consolidar, de forma integrada, a compreensao tedrica e prética
sobre os polindmios ortogonais e sua aplicagdo na construgio de
funcdes base no Método dos Elementos Finitos (MEF). A implemen-
tacdo computacional realizada no GNU OCTAVE demonstrou nio
apenas a eficiéncia desses polindmios na geragio de bases adequadas
para a aproximacdo numérica, mas também a robustez do procedi-
mento numeérico adotado.

Os experimentos conduzidos mostraram que, a medida que a
dimensao do subespaco de projecdo era ampliada, a solucdo numérica
convergia de forma progressiva para a solucdo analitica do problema.
Esse comportamento confirma a consisténcia tedrica do método,
bem como sua capacidade de produzir resultados estaveis e acurados
mesmo em contextos mais complexos. De modo geral, os resultados
obtidos refor¢am a relevancia dos polindmios ortogonais na formu-
lacdo variacional e apontam para a viabilidade de sua aplica¢io para
comparacdo com outros métodos numéricos. Além disso, destacam o
papel das ferramentas computacionais, como o0 GNU OCTAVE, no
suporte ao estudo, andlise e validacdo de métodos numéricos moder-
nos. Por fim, ressalta-se que, embora a abordagem apresentada esteja
alinhada a técnicas ja consolidadas na literatura, o trabalho possui
contribuicdo significativa do ponto de vista didatico e formativo, espe-
cialmente no contexto de iniciacio cientifica. Nesse sentido, o estudo
se mostra relevante como instrumento de aprendizado e sistematiza-
cdo de conceitos, além de servir como base para investigacdes futuras
e aprofundamentos na 4rea de métodos numéricos.
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