ESTUDO COMPARATIVO DE SISTEMAS CAOTICOS E SISTEMAS ESTOCASTICOS NA
NATUREZA

Silva, S. G.dos S. *

Ferreira, R. M. S.

Revista Eletronica de Ciéncias Exatas e Tecnologicas
Submitted: 28 fev.2023. Approved: 18 abr.2023. Published: 18 fev.2024.
Edition: 12. Volume: 5°.

RESUMO

Neste artigo buscaremos analisar aplicagoes de sistemas caé-
ticos e sistemas estocasticos na natureza, com o propésito de
realizar um estudo comparativo. O trabalho inicia-se com a ex-
posicdo de fundamentos tedricos do oscilador amortecido, um
caso de sistema cadtico, elencando trés tipos de amortecimento.
Posteriormente, discute-se a abordagem de Paul Langevin a res-
peito do movimento browniano, um caso de sistema estocastico.
Por conseguinte, sao expostos e comparados 0s comportamen-
tos de um oscilador submetido a diferentes tipos de amorteci-
mento. Por fim, serd apresentado o comportamento estocastico
de uma particula browniana. Os resultados revelam que em sis-
temas cadticos deterministicos as equagdes de movimento po-
dem ser encontrada desde que as condigdes iniciais sejam co-
nhecidas, enquanto que em sistemas estocasticos, a presenga
de termos aleatérios tornam impossivel um célculo exato das
equagdes de movimento, podendo-se obter somente um valor
esperado, ou seja, um valor médio de todos os estados possi-
veis.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos. Oscilagdes. Movimento

Browniano.

ABSTRACT

In this article we will seek to analyze applications of chaotic sys-
tems and stochastic systems in nature, with the purpose of car-
rying out a comparative study. The work begins with an expo-
sition of the theoretical foundations of the damped oscillator, a
case of chaotic system, listing three types of damping. Subse-
quently, Paul Langevin’s approach to Brownian motion, a case
of a stochastic system, is discussed. Therefore, the behaviors of
an oscillator subjected to different types of damping are exposed
and compared. Finally, the stochastic behavior of a Brownian par-
ticle will be presented. The results reveal that in deterministic
chaotic systems the equations of motion can be found as long
as the initial conditions are known, while in stochastic systems,
the presence of random terms makes an exact calculation of the
equations of motion impossible, and only one can be obtained.
expected value, that is, an average value of all possible states.
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INTRODUCAO

Por volta dos anos 30, na Unido Soviética, exis-
tiu uma preocupagado com aplicacdo de modelos mate-
maticos em problemas fisicos, com a aplicagdo da peri-
odicidade nos fen6menos para analise fisica, dado que
a teoria das vibragdes estaria presente na natureza. Em
1937, Andronov, Vitt e Khaikin publicam um livro sobre
oscilagbes, no qual trazem a importancia de se levantar
questdes mais relevantes a respeito de um determinado
sistema, visto que é através de tais questdes que se de-
termina um modelo matematico, o qual carrega proprieda-
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des muitas vezes atribuidas ao préprio sistema (ROQUE,
2007).

Um sistema dinamico é definido como o agru-
pamento de objetos relacionados entre si cujos estados
variam com o tempo (MONTEIRO, 2006). Portanto, equa-
¢Oes diferenciais sao utilizadas como modelos para este
tipo de sistema. O surgimento da teoria de sistemas dina-
micos motivou-se pela preocupagao acerca dos movimen-
tos de corpos celestes e iniciou-se com os trabalhos de
Henri Poincaré (1854-1912), no fim do século XIX, com
o estudo quantitativo das equacgdes diferenciais, apesar
de ser o matematico George David Birkhoff (1884-1944),
0 primeiro a utilizar o termo para este tipo de problema
(ROQUE, 2007). Alguns exemplos de sistemas dinami-
cos sdo péndulos, veiculos em movimento, o preco de
um produto, nos quais podemos verificar a relacdo entre
grandezas varidveis que evoluem ao longo do tempo.

Com o intuito de descrever matematicamente
sistemas fisicos com movimentos oscilatérios, existiram
tentativas como as de Aleksandr Andronov (1901-1952)
(ROQUE, 2007). Contudo, este estudo foi além quando
oscilagbes estocasticas foram observadas em experimen-
tos de laboratérios, como também em simulagdes compu-
tacionais, em sistemas deterministicos. Esta descoberta
motivou a criagdo de um modelo da dindmica estocéstica
(AFRAIMOVICH, 1989).

Estudos rigorosos sobre processos estocasti-
cos comegaram no final do século XIX, motivados pela
compreensdo do mercado financeiro e do movimento
browniano. A importancia dos processos estocéasticos
fundamenta-se no estudo de sistemas de muitas particu-
las, sem a necessidade de célculos precisos, com apenas
as distribuicdes. Um exemplo de processo estocastico é
0 movimento browniano, ou seja, 0 movimento de uma
particula que apresenta uma massa grande comparada a
massa das particulas do fluido na qual esta imersa, cons-
tituido por particulas mais leves. A variavel estocastica Y’
neste caso pode ser a posi¢do ou a velocidade da parti-
cula. Para cada instante de tempo ¢, ndo existe um valor
especifico de Y, como estamos acostumados a ver na
mecanica newtoniana, e sim uma probabilidade para va-
loresde Y.

Este artigo esté dividido da seguinte forma: Na
secao 1, apresenta-se o oscilador amortecido, para cada
um dos trés tipos de amortecimento, sendo estes, super-
critico, critico e subcritico, com a obtengao das equagdes
de posicéo e velocidade. Na segéo 2, aborda-se 0 movi-
mento browniano utilizando o formalismo de Langevin. Na
secao 3, ilustra-se a presenga do caos em sistemas 0sci-
latérios apresentados na secéo () e da estocasticidade

no movimento browniano apresentado na sec¢éo (). Por
fim, na secao 4, apresentam-se as consideragoes finais.

O OSCILADOR AMORTECIDO

Ao considerar a proje¢ao unidimensional sobre
0 eixo x de uma particula de massa m em movimento os-
cilatério, existe um ponto x = 0 definido como a origem
para o qual a particula retornara apds ser deslocada. Pela
Lei de Hooke (THORNTON, 2004), a for¢a responsavel
por retornar o sistema a sua posigao de equilibrio estavel
é da forma
f(@) = —kaz, (1)
onde a constante elastica k., assume um valor positivo,
garantindo o carater restaurador da forga f(x). Forgas
deste tipo estdo presentes em sistemas envolvendo mo-
las e flexbes, desde que o deslocamento seja pequeno
e os limites elasticos ndo sejam ultrapassados, caracte-
rizando oscilagdes harménicas simples ou oscilacoes li-
vres. Aplicando a segunda lei de Newton e considerando
que ndo ha forga externa, a equagao que rege a dindmica
do sistema seré dada por

i+ wiz =0, )
cujas solugdes sao fungdes senoidais, por exemplo
z(t) = Asen(wot — 9), (3)

onde A é a amplitude da oscilagao, e ainda, § e ¢ sdo os
angulos de fase com diferenca de /2.

Todavia, na maioria dos sistemas fisicos oscila-
torios, existem forgas dissipativas que tendem a causar
um amortecimento no movimento, até que a oscilagio
deixe de existir. Nestes casos, conhecidos como oscilado-
res amortecidos, considera-se a existéncia de uma forga
dissipativa ¢ = —bx, sendo b > 0 para garantir que a for¢a
seja sempre contraria a velocidade. A equacédo de movi-
mento correspondente ao oscilador amortecido é dada
por

i 4 yoi 4+ wir = 0, (4)

onde x equivale a posi¢ao da particula oscilante, vy =
b/m é o pardmetro de amortecimento existente no sis-
tema e wp representa a frequéncia angular do sistema
(THORNTON, 2004). Uma possivel solugédo para a equa-
¢ao (4) pode ser escrita como

x(t) = He™'" + [, (5)

onde H e I sdo constantes associadas a amplitude de
oscilagao e os coeficientes a1 e a2 sdo solugdes da equa-
¢ao caracteristica,

a® + yoa + wi = 0. (6)

onde,

—y0 £ 2 _ Y2
arp = VD )
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Desta maneira, existem trés possibilidades: se & —4w? >
0, ocorre 0 amortecimento supercritico; se y2 —4wé = 0,0
amortecimento critico; e se 2 —4ws < 0 0 amortecimento
subcritico.

Oscilagdes com amortecimento supercritico

Neste caso, existem duas solugdes distintas
para a equagado (6), ambas negativas, dado que, para
wo # 0, v/78 — 4w? < 0. Substituindo os coeficientes
a1 € a2 na equacgao (5), duas solugdes linearmente inde-
pendentes sdo obtidas. Tais solugdes devem satisfazer
as condig¢bes iniciais. Isto é, quando ¢ = 0, z(0) = zo €
%(0) = v(0) = vo. Sendo assim, para t = 0, o sistema
linear obtido é dado por,

JZOIH-I—],
(8)
vo =a1H + asl.

onde sao encontrados,

H = Vo — aA2X9 (9)
a; — a2
e
(=410 (10)
a; — a2

Com a substituicdo dos resultados das equagodes (9) e
(10) na equacao (5), obtém-se as equagdes de posicédo e
velocidade para oscilagbes com amortecimento supercri-
tico,
1
ap — a2
1

ai — az

[(vo — aazo)e™" + (a1zo — vo)e®"], (11)

agt}

(12)

et az(a1zo — vo)e

[a1(vo — a2x0)

Oscilagdes com amortecimento critico

Dada a condi¢do 2 — 4w? = 0, uma possivel
solucdo para a equacdo (4) é do tipo mostrado na equa-
¢ao (5). Para a equagao caracteristica (6), obtém-se duas
solucdes idénticas

alzazzfg. (13)

J

8
—~

~
=

Yo

ot) = {(vﬁ%m) .

Oscilacdes com amortecimento subcritico

Para v3 — 4w < 0, uma possivel solugéo para a
equacao do oscilador € do tipo

z(t) = He™' + Ie*", (24)

Substituindo os coeficientes na equagao (5), encontra-se

x(t):He_WTUt+Ie_770t:(H+I)6_WTUt. (14)

Neste caso, existem duas solugbes linearmente depen-
dentes e, fazendo uso da condicdo v¢ = 4w?. Fatora-se a
equacao (4) a fim de obter sua solugéo geral e sendo

_[d 7
u = {E—i_?} T, (15)

a equagéo (4) torna-se

d

Com o uso do método de separagdo de variaveis, na
equacdao (16), obtém-se

— 20 g¢ 204

u(t) =e (17)

Substituindo a equacgéo (17) na equacgéao (15), encontra-
se a constante b; dada por

d 0
b= (G + Do) et (18)

Por outro lado, a equagéo (18) pode ser reescrita como
segue,
d 20,

b= (g

7 :>/b1dt (we2’):>b1t—|—c—ace2 ,

(19)
onde ¢ & uma constante. Portanto, obtém-se

x = (b1t+c)e_w70t. (20)

A equagéo (20) tem duas solugdes linearmente indepen-
dentes e deve satisfazer as condigdes iniciais x(0) = zo
e ©(0) = vo. Sendo zo = c e a velocidade da particula
dada por

o(t) = [br -

Parat =0, vo = b1 — 220 € b1 = vo + Q0. Portanto, as
equacodes de posicao e velocidade para oscilagbes com
amortecimento critico, sdo dadas por

%(bltJrc) e E 1)

|:(’U0 + %xo) t+ xo} 6777% (22)

{(vo+’y—;mo)t+mo}}ef%ot. (23)

A partir da equagéo caracteristica (6), obtém-se

=0 £ iy/4wg — 5 (25)

a2 = 5
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Tomando-se,

4wg =73

A= — (26)
encontra-se

alg—f—i iA. (@7)

Desta forma, a equagéao da posi¢ao da particula, equagao
(24), sera dada por

2(t) = Hel" 2 T8 | e~ —id)t (28)

Utilizando a relagdo de Euler, ¢*® = cos 0+isen 0, pode-se
reescrever a equagao (28) como

(t) = e [(H + I) cos(At) +i(H + I)sen(At)]. (29)

Aqui vale destacar que as duas solugbes da equacéo
(29) sado linearmente independentes e satisfazem mate-
maticamente a equacgao (24), porém ¢ de interesse ana-
lisar o carater fisico do problema. Portanto, a solugéo
buscada deve pertencer ao conjunto dos niumeros reais.
Desta forma, pode-se escrever a equagao (29) como ,
z(t) = e~ 2 ![Lcos(At)], sendo L um valor real. Para
satisfazer as condigoes iniciais, tem-se z(0) = zo = L
(THORNTON, 2004). Logo, as equagdes da posicao e
da velocidade da particula para oscilagdes com amorte-
cimento subcritico, sdo dadas por

z(t) = zoe” 2 cos(At), (30)
v(t) = (vocos(At) —zoA sen(At))ef%ot, (31)
onde vo = —F xo.

O MOVIMENTO BROWNIANO

O botanico e fisico escocés Robert Brown (1773-
1858) foi o responsavel por popularizar o movimento
browniano no final do século XIX, ao observar em um
microscopio que grdos de podlen pareciam se mexer
(BROWN, 1828). Inicialmente, Brown creditou este mo-
vimento a vida, porém ele observou que este movimento
ocorria igualmente com particulas inorganicas.

O movimento browniano € definido como o mo-
vimento aleatério realizado por particulas imersas em um
fluido. Os raios dessas particulas - chamadas de particu-
las brownianas - sdo maiores que 0s raios das particulas
que compdem o fluido em que estdo imersas, e quanto
menores forem, mais facil sera de observar o movimento
browniano (PERRIN, 1910). Por se tratar da trajetoria im-
previsivel de particulas, o movimento browniano é um pro-
cesso estocastico. Considerando uma pequena parcela
do tempo de observagéo total, longa o bastante para que
o movimento de cada particula se dé de forma indepen-
dente, e fazendo uma distribuigdo de probabilidades para
as coordenadas da posigao de uma particula, Albert Eins-
tein (1879 - 1955), em 1905, chegou a uma equacéo de

difuséo, mostrando que a particula em movimento brow-
niano tem comportamento difusivo (EINSTEIN, 1956).

A teoria de Einstein foi demonstrada experimen-
talmente por Jean Perrin (1870-1942), ao observar uma
grande quantidade de particulas através de um microsco-
pio, mostrando que o movimento browniano era originado
da agitagdo molecular. Perrin obteve também uma me-
dida para o numero de Avogrado. Mark Kac, matematico
polonés que ja havia estudado o fendmeno da caminhada
aleatdria para uma dimensdo em 1947, conseguiu obter
uma equagao geral para 0 movimento, tornando possivel
tratar o movimento browniano como continuo (SALINAS,
2005; SILVA; LIMA, 2007).

O formalismo de Langevin

Com o uso da a mecanica newtoniana, Paul Lan-
gevin (1872 - 1946) partiu do pressuposto de que quando
nao ha um campo de forga conservativo, 0 movimento
browniano é dado com base em uma equagao diferencial
estocastica (LANGEVIN, 1908). A equagéo de Langevin
€ uma aplicagao da segunda lei de Newton para uma par-
ticula livre, ou seja, na auséncia de um campo de forga
externo, dada por (LEMONS; GYTHIEL, 1997):

m% = o+ £(), (32)

onde v é a velocidade da particula; v o coeficiente de fric-
¢ao; e &(t) € uma forga flutuante com as seguintes propri-
edades:

<E(t)>=0 (33)

<EREMR) >=To(t —t'), (34)

sendo 6(t—t'), a delta de Dirac e I uma constante, a qual
sera encontrada mais adiante através do teorema da equi-
particdo da energia. A equagdo de Langevin, equacao
(32), foi o primeiro exemplo de uma equagao diferencial
com um termo flutuante, ou seja, de uma equagéo diferen-
cial estocastica, cujas solugbes representam uma trajeto-
ria aleatéria. Para obter a solugédo analitica da equacéo,
é suposta uma equacio geral escrita da forma (TOME;
OLIVEIRA, 2014),

dv &

dt+ m’

(35)
onde o = = e f(t) é uma fungao arbitraria. Com a mul-
tiplicando da equagéo (35) por e**, pode-se reescrever a

equagéao (35) como

iveat = @eat. (36)

dt m

Através da mudanca de variavel, v = ve®
da equacgéo (36), segue-se

, € integracao

u(t) —uo = % / Fte" at’. (37)
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Para a variavel v, obtém-se

(t) = voe W'+ —/

Assim, a equagao (38) é a solugdo geral da equagéo de
Langevin. Agora, faz-se possivel a obtengdo da veloci-
dade quadratica média. De acordo com a equagao (33),

w0 p (i) dt (38)

o valor médio da velocidade seréa

<(t) >=voe Tt (39)
Da equagdo (39), vé-se que para tempos longos, <
v(t) >— 0, e para tempos curtos, < v(t) >— wvo. Po-
demos escrever a equagao (38) como,

t
V3 (t) :vge*Q%wzvoe*%f/ Ydt' +7/ / w D p !y F( ) dE dt (40)
m
0
Deste modo,
J
2 2 — 2 Lt ! — L (t—t") / /
<vi(t)> = wge 2ty vge m e m < f(t") > dt
0
1 t pt .
+—2/ / e m e m D« p ) F(E") > dt'dt”. (41)
m= Jo Jo
[
De acordo com as propriedades (33) e (34),a e
equagao (41) torna-se (Av)? = r (48)
2ym?

t
<v*(t) >= vge%%t + %/ e 2w =gy (42)
m= Jo

Através de uma mudanga de variavel, sendo esta, j =
t —t’, no segundo termo do lado direito da equacéo (42),

tem-se
0 . 0 .
/ e igy — — / g (49)
t t

e também de uma segunda mudancga de variavel s =
—2-* 5, na equagao (43) encontra-se,

m . s m —2 X (p—t!
% e ]072%(15715’) = %[1 —e Pmt )]' (44)
Assim, na equacgéo (41) obtém-se
<) s=vde it Ly _ o2k )

m 2y
Sabe-se que a variancia da velocidade é dada por
(Av)? =< v%(t) > — < v(t) >2, desta forma encontra-
se a velocidade quadratica média dada por
2 r —2X¢
=— [1 - m ).

(Ao) = 1= e (46)

Para tempos longos,

r

2
t) >— ——
< v (t) > Sy

m
x=xz0+vo—(1—e" wt /
~y m

O teorema da equiparticdo da energia da me-
canica estatistica diz que a energia cinética média de
uma particula em movimento corresponde a 1kgT para
cada grau de liberdade do movimento da particula (SILVA;
LIMA, 2007), onde ks é a constante de Boltzmanne T, a
temperatura do meio externo. Ou seja,

1 2 1
—-m = —kpT 49
5 < v > 2’413 s ( )

com o uso da equagao (48), obtém-se a constante I" da
equagéao (34),

QVkBT
—_

= (50)

Para a obtengdo do deslocamento quadratico
médio, sendo & = v, segue-se

t
T = T +/ o(t)dt', (51)
0

com x representando a posicao da particula em ¢t = 0.
Através da substituicdo da equacdo (38) na equagao
(51),

t/
t"ydt" / el at, (52)
t/

’
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Integrando a equagao (52) em t/, tem-se

t
o=t wi-e )+ 2 / FE 1 = eF D) (53)
0

Tomando a média da equacéo (53) e lembrando  Desta maneira, pode-se escrever
que < f(t") >= 0, segue-se que

t
- <z >= %/ FEL —em @ yar”. (55)
0

<z >=mo+ vo%(l —emh). (54)  Desse modo,

(1— 6—21%)] . (56)

Para tempos muito longos, o primeiro termo da 43 — w@ > 0 e as condigbes iniciais (o, vo) = (1,0) com
equacao (56) sera dominante e, com 0 uso da equagdo  0s parametros de controle wo =1 € 79 = 2.1.
(50), encontra-se
Na Figura 1 (a), no inicio do movimento, verifica-

5 2kpT 7
<z >-—<zT>= my t, (57)  se que a particula parte bruscamente da posicéo inicial
para um valor préximo da origem. Na Figura 1 (b), vé-
2 2
<z >—<z>"=2Dt, (58)  se uma rapida reducao inicial na velocidade desta parti-

kBT cula. Este comportamento ocorre devido a forga dissipa-
tiva contraria a velocidade e neste caso, o sistema tende

a voltar para o seu estado de equilibrio rapidamente.

sendo, D = , 0 coeficiente de difuséo.

O comportamento browniano, ou seja, a flutua-
¢ao induzida no movimento de um sistema como resul-
tado da agitagdo térmica dos arredores com os quais o
sistema estd em equilibrio, aparece em diferentes con-
textos, que vao desde a difusdo de particulas até a sis-
temas como um buraco negro, cujo movimento pode se
comportar como o de uma particula suspensa num fluido,
ou mesmo na formagéo de galaxias (SILVA; LIMA, 2007).

Na Figura 2, compara-se o comportamento das
equagdes (11) e (22) em (c) e das equagdes (12) e (23)
em (d). Em ambos os casos, verifica-se que o sistema
representado pela curva vermelha, o qual sofre um amor-
tecimento critico, onde v — wé = 0 de acordo com a se-
¢ao 1.2, comporta-se da mesma maneira que aquele sob
a agao de um amortecimento supercritico, representado
pela curva azul, ou seja, da mesma maneira mostrada na
Figura 1. Na obtencéo da curva em vermelho, foram utili-
zadas as condigoes iniciais (xo,vo) = (1,0) e 0s parame-
tros de controle wy = 1 e 79 = 2. Pouca diferencga é per-

No intuito de ilustrar a presenga do caos em sis-  cebida em relagio aos pontos em que as mudangas no
temas oscilatérios e a convergéncia para o ponto de equi- ~movimento acontecem para ambos os sistemas. Parece
librio em movimentos oscilatérios com amortecimento  estranho, a primeira vista, a presenga do termo linear ¢
apresentados na segéo (), utilizando as equacdes de po- nas equagdes (22) e (23), particularmente quando ¢ é su-
si¢ao e velocidade para cada tipo de amortecimento des-  ficientemente grande. Todavia, o termo negativo que esta
crito na secéo 1, produziu-se os graficos mostrados nas  presente na fungé@o exponencial garante a convergéncia
figuras 1, 2 e 3. Na Figura 1, a evolugdo de = versus t € paraz = 0 e v = 0 quando ¢t — oo e portanto, mostra-
mostrada em (a), enquanto (b) mostra v versus ¢, ambos  se que (z,v) = (0,0) é um ponto de equilibrio alcangado
para oscilagbes com amortecimento supercritico, discu- quando ¢ — oo.
tido na secéo 1.1. Desta maneira, gerou-se a Figura 1
com o uso das equagoes (11) e (12), para o caso em que Tem-se na Figura 3, uma representagdo do
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Figura 1 — Oscilagbes com amortecimento supercritico.
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Figura 2 — Comparagao entre oscilagbes com amortecimento supercritico e o oscilador amortecido.
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amortecimento subcritico, onde v — w2 < 0, com 0 uso
das equagdes (30) e (31) da segédo 1.3 com as condi-
¢oes iniciais (zo,v0) = (1,0) e os parametros de controle
wo = 1 e~ = 0.5. Na Figura 3 (e), vé-se que o0 movi-
mento oscilatério permanece por algum tempo até que a
particula venha a atingir o repouso na origem. Na Figura 3
(f), percebe-se que a agao da forga dissipativa ndo ocasi-
ona uma mudanga muito brusca na velocidade, ou seja, o
carater oscilatério do movimento demora um pouco mais
a ser cessado em um oscilador subamortecido.

Sistemas estocasticos

Aqui apresentam-se as caracteristicas do mo-
vimento browniano discorridas na segéo (). Para isto,
realizou-se duas simulagbes computacionais, nas quais
pode-se perceber a importancia do estudo da dinamica
estocastica para lidar com sistemas desta natureza.

Figura 4 — Posi¢éo ao longo do tempo de uma particula
em movimento browniano.
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Fonte: As autoras.

Na Figura 4 realiza-se uma simulagdo envol-
vendo uma particula em movimento browniano com o
uso da linguagem de programagdo python como ferra-
menta, na qual pode-se ver o carater estocastico deste
movimento, ou seja, uma particula browniana assume
posi¢des ao longo do tempo sem uma ordem aparente
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Figura 3 — Oscilagdes com amortecimento subcritico.
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em seu trajeto. Na Figura 5, através da mesma ferra-
menta computacional, observa-se o movimento aleatério
de cinco particulas a partir da origem, o que mostra o
comportamento imprevisivel deste movimento, visto que
cada particula segue uma trajetoria distinta das outras.

Figura 5 — Posi¢éo ao longo do tempo de cinco particulas
em movimento browniano.

Fonte: As autoras.

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentou-se um estudo com-
parativo acerca dos sistemas caoticos e estocasticos pre-
sentes na natureza, utilizando para tal uma revisao re-
buscada da literatura. Os modelos oscilatorios serviram
como base na aplicagdo da teoria do caos. Os siste-
mas oscilatérios deste artigo demonstram que os mode-
los oscilatérios adéquam-se ao grupo de sistemas caoti-
cos, dado que o seu futuro se vé bruscamente alterado
ao experimentar uma minima mudanga nas condigdes ini-
ciais do sistema que a define.

Como exemplo de sistema estocastico, utilizou-
se 0 movimento browniano, o qual consiste em um caso
de caminhada aleat6ria, mais especificamente, a traje-

toéria imprevisivel de particulas imersas em fluido. Este
movimento foi objeto de estudo de diversos cientistas,
sendo abordado, assim, de diferentes formas. Neste ar-
tigo, apresentou-se a abordagem de Paul Langevin, na
qual utiliza-se a aplicagdo da mecanica newtoniana no
sistema composto por uma fricgdo e uma forga flutuante.
Verificou-se o comportamento imprevisivel deste tipo de
movimento, dado que cada particula do sistema segue
uma trajetoria distinta das outras.

Portanto, neste trabalho, espera-se através de
um estudo comparativo entre sistemas caoticos e siste-
mas estocasticos, mostrar a importancia destes sistemas
dindmicos presentes na natureza e consequentemente,
no nosso dia a dia, cujas aplicagdes vao desde previsdes
climaticas a andlise da bolsa de valores, presentes nas
mais variadas areas do conhecimento, tais como em ci-
éncias bioloégicas e medicina, ndo se limitando apenas
a fisica (LORENTZ, 1963; ALABERT, 2015; TRIAMBAK;
MAHAPATRA, 2021; YAN; WU, 2021).
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