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RESUMO

Neste artigo, abordaremos a flambagem lateral com torgéo (FLT),
um problema caracterizada pela combinagéo dos esforgcos de
flexao e torgao. Tal fenébmeno pode constituir um estado limite
ultimo relacionado a estabilidade. Sua modelagem foi feita con-
siderando esses esforcos, através de uma EDO de Riccati que
pbde ser transformada numa EDO de Bessel e cujo resultado
encontrado representa a carga critica maxima que uma viga en-
gastada pode suportar, sem que ocorra a flambagem lateral com
torgéo.
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ABSTRACT

In this article, we will address lateral torsional buckling (LTB), a
problem characterized by the combination of bending and tor-
sional stresses. Such a phenomenon may constitute an ultimate
limit state related to stability. Its modeling was done considering
these efforts, through a Riccati ODE that could be transformed
into a Bessel ODE and whose result found represents the max-
imum critical load that a cantilever beam can support, without
lateral buckling with torsion.
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INTRODUCAO

Este artigo trata da solugéo de um problema de
flambagem lateral com tor¢éo (FLT) de uma viga engas-
tada sobre a agdo de uma carga P em sua extremidade
livre, que foi abordado por Vasconcelos (1990, p. 20-22)
e cuja solugéo é apresentada em termos de fungbes de
Bessel de primeira espécie e tem por objetivo ampliar seu
alcance a leitores das Ciéncias Exatas.

A resolugao do problema foi feita através da mo-
delagem por uma EDO, obtida utilizando-se da teoria de
resisténcia dos materiais e da equagéo de curvatura de
uma curva, produzindo uma equagao de Riccati que, em
seguida, é transformada em uma EDO de Bessel com pa-
rAmetro v = 1/4. Estes procedimentos séo analogos ao
executados no artigo supracitado. Entretanto, a solugéo
aqui apresentada se da em termos de uma fungao de
Bessel de primeira espécie e outra, de segunda. Entéo,
determinamos a carga critica de flambagem lateral com
torcao.

As vigas sao elementos relevantes para compor
varios tipos de projetos de construgdo. Sao elementos es-
truturais que suportam principalmente, cargas aplicadas
perpendicularmente ao seu eixo longitudinal. Sua aplica-
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¢ao é vasta, sendo frenquentemente utilizada para rece-
ber cargas de veiculos, lages, pessoas e outras sobrecar-
gas. Além do mais, as vigas podem ter diversos materiais
e tamanhos. Os materiais que constituem as vigas so:
Madeira, metal e concreto armado. As vigas sé@o continu-
amente submetidas a esforgos que podem provocar fen6-
menos indesejados que devem ser considerados no pro-
jeto de elementos mecanicos e na construgao de edifica-
¢bes e, a depender das condigdes de aplicacao, o efeito
da flambagem lateral com tor¢éo (FLT) deve ser contro-
lado, para que a viga atue em condigbes seguras.

A flambagem lateral com tor¢gdo (FLT) é um
modo de flambagem em que o estado limite Gltimo se
da pela perda de instabilidade. Considerando vigas de
estrutura metalica, este fendbmeno é promovido por meio
de deformacgdes concebidas pela combinacao de torcao
e deslocamento lateral. Estas deformagdes sdo notadas
com o aumento da carga aplicada até que seja atingida a
carga critica ou momento critico.

As funcbes de Bessel sdo nomeadas em ho-
menagem ao astrbnomo Friedrich Wilhelm Bessel (1784-
1846), no entanto, é geralmente creditado a Daniel Ber-
noulli (1700-1782) como sendo o primeiro a introduzir o
conceito de fungbes de Bessel, em 1732. Bernoulli en-
controu uma solugéo do problema de corrente oscilante
suspensa verticalmente numa das extremidade em ter-
mos de uma série de poténcias. Em 1764, Leonhard Euler
(1707-1783) empregou, numa andlise das vibragdes de
uma membrana esticada, uma investigagdo que foi pos-
teriormente desenvolvida por John William Strutt (Lord
Rayleigh), em 1878, onde demonstrou que as fungoes
de Bessel sdo casos particulares das fun¢des de Laplace.
Bessel, apesar de receber crédito por essas fungdes, ndo
as incorporou em seu trabalho como astrénomo até 1817.
A funcdo de Bessel foi o resultado do estudo de Bessel
de um problema de Kepler para determinar o movimento
de trés corpos movendo-se sob gravitagdo mutua. Em
1824, ele incorporou as fungdes de Bessel em um estudo
de perturbagdes planetarias onde as fungdes de Bessel
aparecem como coeficientes em uma expansao em série
da perturbacéo indireta de um planeta, ou seja, o movi-
mento do Sol causado pelo corpo perturbador. Foi pro-
vavelmente o trabalho de Lagrange, em érbitas elipticas,
que primeiro sugeriu a Bessel para trabalhar nas fungées
de Bessel (BARICZ, 1994, p. 7). Hoje em dia, os coefici-
entes de Bessel e suas extensdes, as fungbes de Bessel,
aparecem em diversos problemas matematicos e fisicos.

Este artigo esta estruturado da seguinte forma.
Na fundamentagao tedrica, sdo apresentados os concei-
tos que delimitam o tema de pesquisa deste trabalho. Na
primeira subsegao, a equacgao diferencial de Bessel foi

definida e, por meio da combinacéao linear de fungdes de
Bessel de primeira e segunda espécies, a solucao desta
€ obtida. Na subsecao Esforgos mecanicos, sdo aborda-
dos alguns conceitos da resisténcia dos materiais como
tensédo e deformacao, torgao, flexdo e flambagem. Estes
conceitos sdo fundamentais para o entendimento e de-
senvolvimento do problema que sera abordado. Na segéo
Aplicacéo, apresentamos o problema de flambagem late-
ral com torgao (FLT) para uma viga engastada sob a agéo
de uma carga P em sua extremidade livre é solucionado,
encontrando assim, a carga critica para flambagem, con-
cluindo assim o trabalho.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Equacdes Diferenciais de Bessel

Nesta secdo, definiremos a equagao diferencial
de Bessel e apresentaremos duas classes de solugdes
que dependem do valor do seu parametro. A primeira
dessas, para valores do parametro nao inteiros, se apre-
senta como combinacao linear de fungdes de Bessel de
primeira espécie, obtidas pela método de Frobenius, e a
segunda, pelo método de d’Alembert, obtendo assim a
solugdo como combinacgéo linear de fungdes de Bessel
de primeira e segunda espécies.

Uma EDO de Bessel de ordem v é dada por:

P’y dy
2 2 2

Como a EDO linear homogénea de segunda or-
dem dada pela Equacgéo (1) possui uma singularidade em
x = 0, uma solugdo pode ser escrita como uma série de
Frobenius em torno dessa singularidade (NASCIMENTO;
SANTOS, 2020, p. 4-5), ou seja,

y(z) = Z ant"t ap £0e s eR. 2)
n=0

Ao substituir a Equagéo (2) e suas derivadas de
primeira e de segunda ordem

oo

d n+r—
ﬁ = Z(n +r)anz™ (3)
n=0
e oo
d2y n+r—2
gl :Z(n+r)(n+r71)anx . (4)
n=0

na Equacgéo (1) e efetuar as devidas manipulagdes, obte-
mos:

(s —vHaoz® + [(s +1)* — v*]arz*™*

+ Z{[(n + 5)2 - Vz]an + an—2}=rn+S =0.

n=2
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Figura 1 — Funcdes de Bessel Jy, J1 € T2

1.0

—0.5 +

Fonte: (NASCIMENTO; SANTOS, 2020)

Como ag # 0 e utilizando a identidade de polindmios, po-
demos escrever:

-1 = 0
{s+1)*=v*}ar = 0
0, n>2.

GG

{(n+3)?—v*}an+an o =

3

A Equagéo (5) sé envolve o paréametro v e é, por
isso, chamada indicial ou aucxiliar, e a Equagéo (7) € uma
relagdo de recorréncia.

Da Equagéo (5), segue que:

s = *+v. (8)

Substituindo os valores de s na Equagéo (6) e
na Equacao (7), temos:

0 = (1x2v)am (9)
— __Gn=2
an = n(n:I:ZV)’nZQ' (10)

Note que o denominador da Equagéo (10) pode
se anular nos casos em que v € um namero inteiro ou
semi-inteiro (nimero real cuja parte fracionaria é igual a
meio).

Da igualdade em (9), temos duas possibilida-
des:

(11)
(12)

1
v # :F§:>a1=0;

1 . -
v = $§ = ay € arbitrario.

Assim, obtemos dois casos para a igualdade na
Equagéo (12).

Caso 1. Quando v = —%, da Equacéo (10), te-

mos:
an—2
=2 n>2 1
@ n(n —1) "= (13)
Facamos n = 2k, com k € N. Entéo, az, =
a2k —2
-k >1.
2k(2k — 1) =

Dessa forma, para:

ao
k = a2 ( )2.1
k=2 = as=(-1) 13.2.1
k=3 = a=C0sTae
k=k = (—1)F20_ 14
Agora, se n = 2k + 1, com k € N, entdo
a2k—1

— kol s
N CTAE DTS

Dessa forma, para:

_ (1) %
k=1 = a3—( 1)3'2

-9 _ _12L
K = =005
k= _ ,13#

3= a=C0rg5 3

- — (-1 1

k kE = A2k+1 ( )(2k+1)' (5)

Observe que a Equagao (2) pode ser escrita da seguinte
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forma:

oo

oo
1 2k 2k+1
y=— E a2k +E A2k+1T
NZ2

k=0 k=0

Substituindo os coeficientes encontrados na Equa-
¢ao (14) e na Equagéao (15) e usando as expansdes em
séries de poténcias das fungdes seno e cosseno, obte-
mos:

y= % cos(z) + % sen(z). (16)
) cos(z) sen(x)
Definamos y1 = eys = . O wrons-
"= m TP T
kiano das fungdes y1 € 12, é:
AT R -
Y1 Y2 T

e é diferente de zero, para todo = € R\ {0}. Dessa forma,
a Equagéo (16) se constitui em uma solugéo geral para
Equacgéo (1).

Caso 2: Quando v = % da Equacao (10), te-

mos:
An—2

YR n>2. (17)

Ap = —

Os calculos para determinar os coeficientes da
série (solugdo proposta para esse caso) sdo analogos
aos feitos no caso anterior.

A solucédo da Equacgéo (1) é dada por

_ao 2a1 B
y= i sen(z) + i [1 — cos(z)]. (18)
_ sen(x) 1 —cos(x) .
Se y1 = oz ey = VA , 0 wronski

ano dessas fungoes é:

is(l — cos(z))

T

W2 (x) =

e apresenta zeros em z = 2km, k € Z \ {0}.

Dessa forma, a Equacgao (18) ndo se constitui
em uma solugao geral para a Equagao de Bessel (1).

Retornemos a diferengaem (11),emquea; =0
e, pela relagdo de recorréncia na Equacéao (10), constata-

mosquea1:a3:a5:..4:O.

Para obtermos os coeficientes com indices pa-

Paraw =1e w = 2, temos:

a o _ ao _ 1
T T2yl 22T (v +2)
a o _ az _ 1
YT T2 +2)  252T(v £ 3)
_ (1"
daw = 22wtryT(v +w + 1)’ (20)
em que T é a fungdo gama, definida em (BOYCE; DI-
1
PRIMA, 1995, p. 421), e ap = T T7) (valor comu-

mente atribuido).

Ao substituir os coeficientes na Equacao (2), ob-
temos a funcdo de Bessel de primeira espécie de indice
V.

( l)n 2n+v
22”+Vn'F(n +v+1)’

ac: 0<y¢%. 1)

A solugdo definida pela Equacgéo (21) para a
Equacéo (1) é chamada de funcao de Bessel de pri-
meira espécie.

Pelo teste da razao, esta série converge para to-
dos os valores de z. Se v € Z, entdo J.(z) é univoca e
a série na Equagao (21) é de Maclaurin. Se v ¢ Z, entdo
Jv(x) possuird um ponto de ramificagao na origem, cujos
ramos sdo determinados pelos ramos de z” e sua quanti-
dade pode ser finita ou infinita, respectivamente, para va-
lores de v racionais ou irracionais. Se fizermos v variar
continuamente, mantendo um valor de x fixo ndo nulo,
entdo 7, (z) serd uma fungdo continua (uma série uni-
formemente convergente de fungdes continuas) (NASCI-
MENTO; SANTOS, 2020 apud BUTKOV, 1973, p. 7).

A Figura 1 ilustra o comportamento das fungées
de Bessel de primeira espécie quando v = 0, 1, 2.

Sendo —v a segunda raiz da Equagéo (8), subs-
tituindo v por —v na Equagéo (21), vamos obter uma ou-
tra fungéo de Bessel de primeira espécie:

1)nm2n v

22" ”n'F(n —v+1)

T 0<u#%.(%)

As fungdes 7, e J-. constituem um sistema de
solugdes para a Equacéo (1) desde que a linearidade das
solugdes J, e J-. seja verificada. De fato, pelo wronski-
ano, temos:

2sen(wr) .

res, fagamos n = 2w, com w € N. Logo, para 0 < v # 1/2 W(Jw, T-v) = — g (23)
(s > 0), temos:
20 —2 Se v nao é inteiro, entdo W (J,,J-v) #0e J,
asw = — 55—, w > 1. (19)
22w(w + v) e J-. sao solugdes L.I. da Equagéo (21). Caso contrario,
T-v(x) = (-1)"Tu(x) (24)
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e, dessa forma, devemos encontrar uma outra funcédo que
constitua uma par de solugdes LI para a Equagéo (1).

Utilizando o método D’Alembert, encontramos a
funcao de Bessel de segunda espécie, dada por

1o (2) = Ju(2) / Wdﬁ (25)

e a denotaremos por ), (NASCIMENTO; SANTOS, 2020,
p. 8).

Assim, a solugéo geral para a Equagéo (1) é:

y(2) = aodu(z) + a1 (@), v € R\ {1/2}. (26)

(IDRIS; BUHARI; ADAMU, 2016, p. 18).

Em resumo, o método produz pelo menos uma
solugdo para a Equacgéo (1). Existem casos em que o mé-
todo produz duas solugdes linearmente independentes
€ nos casos em que se obtém apenas uma solugéo, te-
mos que a outra podera ser obtida através do método de
d’Alembert, visto que a relagdo de recorréncia pode ndo
ser valida ou que o par de solugdes obtidas formam um
conjunto linearmente dependente.

O estudo sobre as fungdes de Bessel pode ser
aprofundado em (WATSON, 1995).

Esforcos mecéanicos sobre uma viga

Os materiais de construgdo estdo frequente-
mente sujeitos a solicitagcdes de cargas de diversos tipos,
como por exemplo, cargas concentradas, cargas distribui-
das, o préprio peso, agao do vento, entre outros. Estas so-
licitagbes de cargas sdo chamadas de esforgos, o princi-
pal foco de estudos na resisténcia dos materiais. A depen-
der de como estes esforgos sdo solicitados num corpo,
uma denominagéao especifica é atribuida. Os esforgos de
flexao, tor¢ao e flambagem serdo abordados nesta se¢éo,
uma vez que sao conceitos fundamentais para a compre-
ensao da flambagem lateral com torgao.

Tensdo e deformacdo

A resisténcia dos materiais € um campo da me-
canica que examina as relagdes entre a intensidade das
forgas internas que agem no interior de um corpo com
as cargas externas aplicadas a um corpo deformavel.
Este ramo também estuda o célculo das deformagdes do
corpo e possibilita o estudo de sua estabilidade ao sofrer
a agéao de forgas externas (HIBBELER, 2010, p. 1).

Segundo Hibbeler (2010, p. 47), as deformagbes
ocorrem quando uma forga € aplicada a um corpo, modifi-
cando a sua forma e tamanho. As mudangas que ocorrem

no corpo deformado necessitam de equipamentos preci-
sos para serem aferidas, pois, estas alteragcdes podem
ser praticamente invisiveis ou altamente visiveis. A defor-
macgao normal é definida como o alongamento ou con-
tragdo de um segmento de reta por unidade de compri-
mento. Para exemplificar, iremos considerando uma reta
AB orientada ao longo de um eixo arbitrario n, contida
no interior de um corpo nao deformado e com compri-
mento inicial As (ver Figura 2). Os efeitos da deformagéao
no corpo provocam um deslocamento dos pontos A e B
para A’ e B’, deformando a reta numa curva de compri-
mento As’. Logo, a mudanga no comprimento da reta é
As’ — As e, desta forma, podemos definir a deformacgao
normal média e como:

As' — As

s (27)

€med =

Ao passo que aproximamos o ponto B ao ponto

A, o comprimento de reta vai sendo reduzido, de maneira

que As — 0. Da mesma maneira, € possivel notar que

As’" — 0 quando o ponto B’ se aproxima do ponto A’.

Desta forma, podemos escrever que, no limite, a defor-

magao normal no ponto A e na diregéo do eixo n é:
€= lim M

B—A As
(ao longo de n)

(28)

Outro conceito importante utilizado para estudar
as deformagdes num corpo séo as tensoes. A tensao nor-
mal o ocorre quando uma forga P é aplicada perpendicu-
larmente a segdo transversal de area medindo A de um
corpo. Considerando que a tenséo sobre a segao trans-
versal é constante com a agdo de P, podemos escrever:

o==. (29)

A tensdo normal o e a deformagado normal € séo
conceitos fundamentais para a realiza¢éo dos ensaios de
tragdo e compressao. Segundo Hibbeler (2010, p. 57), es-
tes ensaios tém grande importancia para determinar a
resisténcia dos materiais, ou seja, a sua capacidade de
suportar uma carga sem a ocorréncia de deformacao ex-
cessiva ou ruptura.

Num ensaio de tra¢ao, a deformagao normal mé-
dia é obtida com o auxilio de um dispositivo mecanico ou
optico denominado extensémetro. Este dispositivo mede
o alongamento § = L — Ly.

Ao dividirmos o alongamento do corpo de prova
pelo seu comprimento inicial Lo, encontramos a deforma-
¢ao nominal ou deformagéo de engenharia e:

0

=7 (30)

€
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Figura 2 — Deformagao normal num corpo

e

(a) Corpo nao deformado

(b) Corpo deformado

Fonte: (HIBBELER, 2010, p. 48)

O ensaio de tragdo ou compressao consiste na
aplicacdo de uma carga axial, tracionando ou contraindo
o corpo de prova, promovendo uma deformagéo. O resul-
tado gréafico do ensaio é o diagrama tensao-deformacéo,
uma curva em que a ordenada é a tenséo e a abcissa é
a deformagéo (ver Figura 3).

Na regido (zona) elastica, ndo existe deforma-
¢ao permanente no corpo tracionado, ou seja, uma vez
que a carga de tragdo é retirada, o elemento retorna a
sua forma inicial. Esta zona ocorre até um determinado
valor de tensdo, conhecido como limite de elasticidade.
Quando a tenséo ultrapassa o limite de elasticidade, en-
tramos na zona de escoamento, onde ¢ iniciada a defor-
magao plastica do material e marca a transicdo para a
préxima regido. Na ultima zona, temos o comportamento
plastico do material, onde a deformagédo é permanente e
s0O é encerrada com o rompimento do corpo de prova.

Para os diferentes tipos de materiais, temos gra-
ficos distintos e a curva apresentada no diagrama tensao
deformacgéao (ver Figura 3) é condizente com as proprie-
dades mecanicas do material ensaiado.

Em muitos casos de projetos de engenharia,
os elementos estruturais sdo dimensionados para sofre-
rem pequenas deformagdes e estas envolvem somente
a regido elastica correspondente ao diagrama tenséao-
deformacgéo. Nessas condigcdes, a tensédo o sofrida por
um corpo é diretamente proporcional a sua deformagéo
de engenharia e. Logo, escrevemos:

o=FE ¢, (31)

em que a constante E de proporcionalidade é chamada
modulo de elasticidade ou médulo de Young, em ho-
menagem ao cientista inglés Thomas Young (1773-1829),

e é uma propriedade mecanica que mensura a rigidez
de um material sélido. A relagdo dada pela Equacao (31)
€ conhecida como lei de Hooke, em homenagem a Ro-
bert Hooke (1635-1703), matematico inglés (BEER et al.,
2011, p. 76).

Analogamente ao caso das tensdes normais, po-
demos encontrar algumas relagdes quando a forga apli-
cada ao corpo é tangencial a segédo transversal. A forca
cortante V' corresponde ao somatério de todas as forgas
contidas no plano Y Z, perpendiculares ao eixo longitudi-
nal de um corpo (ver Figura 4). O esforgo produzido tende
a deslizar as se¢des transversais entre si, provocando as
tensodes de cisalhamento 7.

Figura 4 — Forga cortante

A

Fonte: Elaborada pelos autores

O Valor médio da tensao de cisalhamento é ob-
tida ao dividirmos a forga cortante total V' pela area da
seg¢ao transversal onde esta forga atua.

Tmed = % (32)

Com finalidade de visualizar as deformagoes
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Figura 3 — Diagrama da Tensédo x Deformacao Relativa

LIMITE DE RESISTENCIA

D RUPTURA
TENSAO (o)

— RESILIENCIA —
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Fonte: Autores

provocadas pelas tensbes de cisalhamento num corpo,
iremos considerar um cubo elementar sujeito a tensao de
cisalhamento 7, distribuida sobre sua face superior (ver
Figura 5). Uma vez que a as tensdes normais atuantes so-
bre o elemento séo nulas, o equilibrio na diregao horizon-
tal s6 é possivel se, na face inferior do cubo, existir uma
tenséo de cisalhamento de mesma intensidade e sentido
oposto a tensdo presente na face superior do cubo. Além
disso, para que o corpo se mantenha em equilibrio esta-
tico, devem existir duas tensdes de cisalhamento iguais a
7 distribuidas nas faces verticais, equilibrando 0 momento
produzido pelas tensdes de cisalhamento atuantes nas
faces inferior e superior. De modo geral, as tensées de
cisalhamento que atuam num corpo em equilibrio, agem
aos pares, com mesma intensidade e sentidos opostos,
ocorrendo em planos perpendiculares entre si. Um corpo
sujeito apenas as tensdes de cisalhamento, é dito em ci-
salhamento puro.

Agora, para exemplificar as deformagdes provo-
cadas por tensdes de cisalhamento presentes num corpo,
iremos considerar o cubo elementar (ver Figura 5a) de
face abed. Uma vez que as tensdes normais atuantes so-
bre o cubo sdo nulas, ndo existe variagdo do comprimento
das arestas ab, cd, ac e bd. Contudo, as tensdes de cisa-
Ihamento T, irdo proporcionar uma distor¢do no quadrado
abed, 0 transformando num paralelogramo. Com a defor-
macao, o angulo no vértice ¢, que anteriormente media
©/2 passa a ser 7/2 — ~, enquanto o angulo no vértice a
passa as ser 7/2 + ~. Este angulo v é provocado pelo
cisalhamento e mede a distor¢cdo do elemento, e é deno-
minado deformacao de cisalhamento (ver Figura 5b) (TI-
MOSHENKO; GERE, 1983, p. 21, 22).

Segundo Hibbeler (2010, p.74), nas situagdes as
quais a tensdo de cisalhamento ndo excede o limite de

proporcionalidade, também podemos aplicar a lei de Ho-
oke. A proporcionalidade entre a respectiva deformagao
e a tensdo de cisalhamento pode ser escrita como:

T=G, (33)

em que o modulo de elasticidade transversal do material
ou modulo de rigidez G € uma constante que representa
a rigidez ao cisalhamento do material.

Raio de curvatura de uma curva plana

Definiremos, a seguir, uma medida que repre-
senta o quanto uma curva no plano esté curvada ou tor-
cida, ou seja, o0 quanto ela esta distante de ser uma reta.
A curvatura de uma curva em um dado ponto é uma fun-
¢ao que mede a variagdo do vetor tangente com respeito
ao comprimento de arco s. Claramente, queremos que
a reta possua curvatura nula, pois ela ndo difere da sua
tangente em ponto algum.

Para encontrar a equacéo da curvatura de uma
curva, o seguinte resultado é necessario.

Teorema 1. Uma fungédo vetorial r possui norma cons-
tante se, e somente se,r - v’ = 0.

Demonstracéo: Como ||r||?> = r - r, temos:

d||r||2_i[r.r]_r,@+@.r_2r.£
dt  dt Todt At dt’

Se ||r|| for constante, temos:

dlr|*
pud Linit | Y s
dt ’
isto é, J
r
.= =0.
T
. d = .
Reciprocamente, se r - d—; = 0, entdo ||r|| é constante.
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Figura 5 — Deformagéo cisalhante num corpo
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Fonte: (TIMOSHENKO; GERE, 1983, p. 22)

Considere, agora, o vetor unitario T tangente a

uma curva no plano em um dado ponto, de equagao pa-
/
r

ramétrica r(t),a < ¢t < b. Assim, T = el
r

Pelo Teorema 1, temos que T’ é paralelo ao ve-
tor normal N unitario, ou seja,

dT
4 _ N
ds

em que «(t) é a fungdo curvatura (fungao escalar). Pela
regra da cadeia, temos:

dr _dTd _dT_1__dT 1
ds  dtds dtds/dt  dt s'(t)’
em que

t
0= [ Il dvase<s
€ a fungado comprimento de arco.

Como s'(t) = ||r'(t)]|, obtemos:

dT _ 1 dT _ Ty
ds '@l dt @)l
Assim, por comparagao, temos que
[T (@)l
k(t) = .
e (@)l
Por outro lado, J
r_ ’ T = iT
v = )T =
e / 2
" ds ) d*s ds .,
=(=T) =—T+—T
r (dt a T
Mas,
, ,, ds ) d*s ds
= (=T T4 —T
rxr (dt N T &

ds d?%s ds ds .,
= —Tx—-—=T+-—-Tx-—-T

@ aE ta

—_————

(flt)_ (T x T') = ['|2(T x T')

Segue que
[l x x| = [['[*|T x T'||.

Como ||T|| = 1 e os vetores T e T’ sdo ortogonais, te-
mos:

2 2
" s x| = I PN TIHT ) = [T

Concluimos, que:

_ e x|

1) = s

O raio de curvatura p(to) de uma curva plana,
para um dado ponto r(tp) € o raio da circunferéncia
tangente & curva neste ponto e cujo centro é o ponto
r(to) + k(to)N e é dado por:

p(to) = o)

Flex3o e deflexdo

Para esta subsegdo, 0 momento a ser tratado é
o fletor. Segundo Beer et al. (2011, p. 232), na estatica,
o momento fletor M ocorre quando duas forgas iguais e
de sentidos opostos sdo aplicadas e, portanto, o soma-
tério em qualquer diregdo destas forgas é igual a zero.
Além do mais, o momento fletor € o mesmo para qual-
quer eixo perpendicular a seu plano e nulo para qualquer
eixo contido no seu plano. Discutiremos, também, as de-
formagdes provocadas por momentos fletores atuantes
numa viga prismatica de material homogéneo. Para Hib-
beler (2010, p. 4), o momento fletor M € o resultado de
cargas externas atuantes sobre um corpo que tendem a
curva-lo em torno de um eixo localizado no plano da se-
cao transversal.

As vigas aqui abordadas possuem secéo trans-
versal com eixo de simetria e ha um momento fletor M,
atuante sobre uma linha central, perpendicular a esse
plano de simetria (ver Figura 6). Por serem também defor-
maveis, apresentam, sobre a presenga do momento fletor

do NASCIMENTO, P. H. R., dos SANTOS, J. M.

SIS

GE]

evista Eletronica de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas

L)RECY

:



M positivo (sentido horario), contragéo das fibras do ma-
terial na regiéo superior da barra e tragao na parte inferior
da barra. Entre estas duas regides existe uma superficie
denominada superficie neutra, que nao sofre variagao no
comprimento das fibras longitudinais do material (HIBBE-
LER, 2010, p. 201).

Figura 6 — Corpo simétrico

Eixo de
simetria  y

Superficie
neutra
Eixo
longitudinal

Fonte: (HIBBELER, 2010, p. 201)

Para entendermos como a tenséao deforma mini-
mamente a viga, faremos algumas consideracdes. O eixo
longitudinal esta sobre o eixo z, localizado no centro da
superficie neutra, antes da agdo do momento fletor M.
Quando a viga sofre a agédo de M, o eixo longitudinal
nao sofre alteragdo no seu comprimento, contudo, com
a deformacdo na viga, provocada por M, o eixo longitu-
dinal (segmento de reta) sera transformado numa curva,
que esté localizada no plano de simetria « — y (ver Figura
7b. Também, devemos considerar que durante a defor-
magao, todas as segdes transversais da viga irdo perma-
necer planas e perpendiculares ao eixo longitudinal. Por
ultimo, desprezaremos as deformagdes da segéo trans-
versal dentro de seu proprio plano (HIBBELER, 2010, p.
202).

Figura 7 — Viga engastada

Eixo
longitudinal
x

" Superficie
neutra

(b) Viga engastada ap6s deformacao

Fonte: (HIBBELER, 2010, p. 202)

Para encontramos a deformagdo de uma viga
submetida a flexao, iremos isolar uma segéo da viga com
espessura Ax antes da deformacéo, localizada a distan-
cia x ao longo do comprimento da viga (ver Figura 7a).

Podemos observar, na vista lateral da viga, que
qualquer segmento de reta de comprimento Az, situado
na superficie neutra, ndo sofre variagdo de comprimento,
porém, qualquer segmento de reta de comprimento As,
posicionado arbitrariamente a disténcia y da superficie
neutra, ir4 se contrair para um comprimento As’ apos a
deformacéo (ver Figura 8).

Podemos expressar a deformagao normal Equa-
¢ao (28) em termos do raio de curvatura p do eixo lon-
gitudinal do elemento e da localizagdo y do segmento.
Para isto, iremos considerar que antes da deformagao
Ax = As e ap6s a deformagdo Az possui raio de cur-
vatura centrado em O’. Uma vez que o angulo entre os
lados da secdo transversal do elemento é definido por
A0, temos que Az = As = pA6 (HIBBELER, 2010, p.
202). Desta forma, o comprimento deformado As vem a
ser As’ = (p — y)Af. Logo, podemos expressar a defor-
macgao normal como:

(p—y)AO — pAO y

€= dm PG T (34)

A deformagéo maxima ocorre a uma distancia ¢
da superficie neutra. Desta forma:

€max = —. (35)
p

Podemos encontrar a deformagéo normal em
fungéo da deformagéo normal maxima ao dividirmos e por
emax- ASSiM, temos que:

e—— (%) Emas. (36)

Partindo da premissa que o material se com-
porte de forma elastica, é possivel aplicar a lei de Hooke
(Equagao (31)). Da Equacéao (31) e da Equagéo (36), en-
contramos a equacdo que representa a distribuigdo de
tensé@o na segao transversal.

Y omax. (37)
C

E possivel notar que da deformagdo normal € e
a tensdo normal ¢ variam de zero, no eixo neutro, para o
seus maximos valores, a uma distancia c deste eixo.

Para encontrarmos a posi¢ao do eixo neutro na
se¢ao transversal, assumiremos que a forga resultante
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provocada pela distribuicdo de tensao na segao transver-
sal sera nula. No elemento arbitrario dA € possivel obser-
var a agéo de uma forga dF = o dA. Assim,

FR:ZFI

= J’L{j"/y dA. (38)

A

Como omax € diferente de zero, concluimos que:

/ ydA = 0. (39)

A

A Equacgédo (39) determina que o primeiro mo-
mento da sec¢do transversal em relagdo ao eixo neutro
z @ nulo. Essa condigdo ocorre somente quando o eixo
neutro passa pelo centroide da secao transversal.

Seja dA uma area infinitesimal da se¢éo trans-
versal com distancia y do eixo neutro. A forga infinitesimal
que atua sobre esta area é o dA e provoca um momento
elementar oy dA em relagao ao eixo neutro.

Temos que o momento fletor M é o resultado da
soma das integrais de todos os momentos elementares
sobre a area da segao transversal. Portanto, temos que
(TIMOSHENKO; GERE, 1983, p. 94, 95):

M = / oy dA
_ / y (9 amax) dA
C
= ”fzax / y® dA (40)
A integral y? dA representa 0 momento de

inércia da secao transversal I (expressa a dificuldade em
mudar o estado de movimento de um corpo em rotagao).
Assim, podemos escrever a tensao normal maxima como:

M-c
max — Ty - 41
T = (41)

Utilizando a Equacgéo (37), podemos encontrar
a Equagéo (42), que expressa a tensdo normal em uma
distancia intermediaria y:

o=——2 (42)

A deformacgdo da viga causada pelo momento
M fletor é mensurada pela curvatura da superficie neu-
tra. Considerando o regime elastico, podemos aplicar a

lei de Hooke (Equagéo (31)) na Equacgéo (36) e, combi-
nando com Equacao (40), encontramos:
1 Omax 1 M-¢c M

p FE-¢c FE.c I E-T (43)

Quando a equagéo da curva plana é dada por
y = f(x), podemos escrever:

r(z) = zi+ f(z)]
i+ f'(x)]
[ (x) ]

..5
8
—~
8
N
|

I,// (33) —

Lembrando que i xj =k e jxj =0, verificamos
quer'(z) x r’(z) = f"(x) k.

Temos, também, que ||r'(z)]| = /1 + [f'(z)]2

Como a curvatura x de uma curva é o inverso do raio de
curvatura, temos:

d?y

1 dx2
K=— = —————. (44)
dy 2 3/2
[1+ (dm) }

Como a inclinagéo da linha elastica de uma viga

2
€ muito pequena, o seu quadrado (Z—Z) € desprezivel

e, dessa forma, podemos simplificar a expressao Equa-
cao (44) ,
1 d
= d%;. (45)
Substituindo a Equacéo (43) na Equacao (45),
encontramos a equagao da linha eléstica
d*y M
dx? E- T
ou seja, a equagao da curva no qual o eixo da viga &€ mo-
dificado sob um determinado carregamento (BEER et al.,
2011, p. 553).

(46)

A Equacdo (46) (diferencial linear de segunda
ordem) determina a inclinacdo e deflexdo transversal da
viga em qualquer ponto, ou seja, com ela podemos des-
crever a viga deformada e a forma que a linha elastica é
governada (BEER et al., 2011, p. 553).

Torcdo

O momento que tende a torcer um elemento em
torno do seu eixo longitudinal € chamado de torque T, e
seu efeito € uma preocupacgdo essencial em projetos de
eixos ou eixos de acionamento em diversas aplicagdes.
Para exemplificar as consequéncias fisicas do torque, ire-
mos considerar uma uma barra de material com alto grau
de deformagéao, como por exemplo, a borracha (ver Figura
9a). Com a agao de T na barra, os circulos e as retas
longitudinais da grade, tendem a se distorcer. A torgao,
os circulos matem a sua forma e as linhas longitudinais

do NASCIMENTO, P. H. R., dos SANTOS, J. M.

10

|h._3

A
Sl

O

i1} iEE“-}ﬁ- [=]

(iéncias Fxatas ¢ Teenologicas

R>.CX

evista Eletronice



Figura 8 — Elementos antes e ap6s a deformagéao

Eixo

longitudinal

*’(U:Ax—

(a) Antes da deformagao

o

Eixo
longitudinal

(b) Ap6s a deformagao

Fonte: (HIBBELER, 2010, p. 203)

da grade sdo deformadas em forma de hélices, intercep-
tando os circulos em angulos iguais. Além do mais, as
linhas radias na extremidade da barra continuam retas
durante a deformacao e as seg¢bes transversais na extre-
midade se mantém planas (ver Figura 9b). Dessa forma,
consideraremos que, se o0 angulo de rotagao for pequeno,
0 comprimento e o raio do eixo ndo sofrerdo alteracao.

Considerando agora, um eixo engastado, sobre
a aplicacédo de torque T' em sua extremidade livre. O tor-
que provocara uma rotagdo na barra, com sua extremi-
dade livre girando num &ngulo ¢, chamado &ngulo de tor-
¢ao (ver Figura 10). Este angulo é proporcional a intensi-
dade do torque T e ao comprimento L do eixo. O angulo
de torcéo é fundamental para determinar a distribuicao de
tensdes de cisalhamento na segao transversal da barra.

Figura 9 — Deformagéo por torcao em eixo circular

/

(a) Antes da deformagao

Circulos continuam
circulares

. Linhas
longitudinais
ficam torcidas

continuam retas

(b) Ap6s a deformagéo

Fonte: (HIBBELER, 2010, p. 125)

Para compreender como a distor¢do deforma a
barra, isolaremos um pequeno segmento da barra loca-
lizado a uma distancia p da linha central do eixo. Gra-
cas a deformacdo, a face posterior sofrerd uma defor-
magao de ¢(z), enquanto na face anterior a deformagao
serd ¢(z) + A¢, resultando numa deformagéo por cisalha-
mento ~ proporcionada pela razéo da diferenga entre as
rotacdes (Ver Figura 11). Antes da deformagéao, o angulo
entre as bordas AB e AC é 90°, e logo apds a defor-
magao, as bordas do elemento passam a ser AD e AC
com angulo 0" entre elas. Podemos relacionar a deforma-
¢ao por cisalhamento v com o comprimento da viga Ax e
com a diferenga no angulo de rotagdo A¢. Se Az — dx
e A¢p — d¢, temos que BD = pd¢ = ~ydz. Logo:

d¢
T=po (47)

Figura 10 — Deformagao em uma barra circular

Fonte: (BEER et al., 2011, p. 156)

Uma vez que d¢ e dx sdo 0s mesmos para todos
0s elementos posicionados em pontos da se¢ao transver-
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sal z, entdo d¢/dx € constante nessa segao transversal,
desta maneira, a Equacgéo (47) indica que, dentro do eixo,
a deformagcéo por cisalhamento ~ varia de forma linear ao
longo que qualquer eixo radial, partindo de zero na linha
central do eixo até atingir 0 seu valor maximo ymax @ uma
distancia ¢ no contorno externo do eixo. Assim, podemos
escrever:

7= L. (48)

Um eixo sobre a agdo de um torque externo, pro-
duz um torque interno correspondente, e para desenvol-
vermos uma equagao que relaciona esse torque interno
com a distribuicdo de tensédo de cisalhamento na segéo
transversal de um eixo ou tubo circular, partiremos da pre-
missa que estdo tensao néo ultrapassara o limite eléstico
do material, para que desta forma possamos aplicar a lei
de Hooke para o cisalhamento Equagéo (33). Assim, po-
demos chegar a relagao

T = (g) Tmax, (49)

que expressa a distribuicdo de tensdo cisalhante con-
forme a posicao radial p do elemento. Para que o eixo es-
teja em equilibrio, o torque interno resultante 7' na segao
deve equivalente ao torque produzido pela distribuicao de
tensdo por toda segao transversal. Em especifico, todo
elemento infinitesimal de area d A, posicionado a uma dis-
tancia p, esta sujeito a agdo de uma forca dF = 7dA, e
o torque produzido por esta forga é dT° = p(rdA). Desta
forma, temos que para toda a sec¢ao transversal

/ p(r dA)

T

Il
R
VS
oI
N———
2

&
b
ISH
b

Plano
deformado

Ad
Plano sem
deformacio

Fonte: (HIBBELER, 2010, p. 139)

A parcela /p2dA representa o momento polar

A
de inércia J, que caracteriza a resisténcia de um eixo ou

viga a ser distorcido por torcdo. Observemos que esta in-
tegral depende somente da geometria do eixo e assim,
podemos escrever:

T-c
max — . 51
T = (51)

Substituindo a Equacgao (49) na Equagéao (50), encontra-

mos:
T -

5

hS)

(52)

T =

A Equacéao (50) e a Equacéo (52) sdo conheci-
das como férmulas da tor¢cdo (HIBBELER, 2010, p. 125 -
127).

Em alguns casos, a restricdo a quantidade de
rotagéo ou torgao que pode ocorrer a um eixo sob a agao
de um torque deve ser estudado na etapa de projeto. Um
disco submetido a um torque T'(x) sofrerd uma deforma-
¢ao, de tal maneira que a rotacgao relativa de uma de suas
faces em relagao 4 outra sera d¢, resultando numa defor-
magao por cisalhamento v no elemento de material lo-
calizado no interior do disco a uma distancia arbitraria p
(Ver Figura 12). Temos que os valores de d¢ e v podem
ser relacionados com Equacao (47), considerando a lei
de Hooke para o cisalhamento Equagéo (33), podemos
expressar a tensédo de cisalhamento em termos do tor-
que aplicado pela formula de tor¢cédo Equagéo (52). Dessa
forma,

v T(z)-p
J(z)-G
Assim, escrevemos que 0 angulo de tor¢ao para o disco
é:
de = ————dz. (53)

Fonte: (HIBBELER, 2010, p. 139)

Para encontrarmos o angulo de torgdo para o
eixo interior, iremos integrar a equagao Equagao (53) em
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todo o comprimento L do eixo:
L
_ [ T
¢_/J(a:)~G dz. (54)
0

Geralmente, nos problemas de engenharia, os
materiais sdo homogéneos de tal modo que o médulo de
elasticidade ao cisalhamento do material G é constante.
Além do mais, o torque aplicado e a area da segéo trans-
versal do eixo sdo constantes ao logo do comprimento
do eixo. Nestas circunsténcias, temos que T(z) = T e
J(xz) = J. Desta maneira, podemos simplificar o angulo
de torgdo para (HIBBELER, 2010, p.140):
_T-L

e (55)

¢

Flambagem lateral

A flambagem lateral com tor¢do (FLT), € um es-
tado limite onde as deformagdes da viga séo produzidas
pela combinacéo de deslocamentos laterais e rotagoes
(GOMES, 1993, p. 98)

Quando uma viga metdlica esbelta é sujeita a
carregamentos que geram flexdo em torno do eixo de
maior rigidez flexural com restricdes laterais insuficien-
tes, ocorrem deslocamentos laterais ortogonais a este
eixo, acompanhada da torgdo da segao transversal. Es-
sas deformagdes definem a flambagem lateral com torgéo
(ROSSI, 2018 apud YOSHIDA; MAEGAWA, 1984, p.43).

APLICACAO

Consideremos uma viga em balanco AB, de
comprimento L e se¢do transversal retangular, engastada
em B. Suponha que queiramos descobrir qual a intensi-
dade de carga concentrada P maxima que devemos apli-
car, para baixo, em sua extremidade livre A, provocando
um momento fletor na viga que, por sua vez, provoca uma
flambagem lateral com torgao, fenbmeno no qual é promo-
vida uma perda de equilibrio no plano principal de flexdo
da viga, onde o elemento fletido passa a sofrer um deslo-
camento lateral e rota¢do de torcao.

A origem do sistema de coordenadas se situa
na extremidade livre da viga (em A). Os eixo z, z € y séo,
respectivamente, orientados para a esquerda, para baixo
e saindo do plano zOz (ver Figura 13a).

Com o deslocamento lateral da viga, provocada
pela forga P, o momento fletor M, (responséavel pela de-
flexdo na viga) e o momento M, (responsavel pela torgdo
na viga), ao longo de um ponto arbitrario C, da viga, séo

dados por (ver Figura 14):

M, = P-(y—uo) (56)
M, = -—-P-x. (57)

Figura 14 — Vista superior em planta da viga
P

Fonte: Elaborada pelos autores

A medida que afastamos o ponto C' da origem,
0 angulo de deflexao 6 tende a zero:

lim# = 0.

=L

Sendo assim, podemos considerar que:

dy _ _
de

O momento de torgdo T da viga corresponde a
soma das proje¢des dos momentos M, e M, sobre a tan-
gente em planta (Reta tangente ao ponto C observada
sobre a vista superior). O angulo formado com a proje-
¢ao da tangente em planta e o eixo = denotaremos por
(ver Figura 14). Dessa forma, podemos escrever:

T = M, - cos(y) + M, - sen(7). (58)

Figura 15 — Vista lateral da viga

My, sen(yp)

Y My

Fonte: Elaborada pelos autores

Substituindo a Equacéo (57) e a Equagéo (56)
na Equacéao (58), encontramos 0 momento torsor:

T = P(y —yo) - cos(y) — P-x-sen(y). (59)
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Figura 13 — Elementos antes e ap6s a deformacao

/
xT
B :_ _____________ — A
/y P
Iz
/

(a) Viga em balango

/

(b) Viga em flambagem lateral

Fonte: Elaborada pelos autores

Para pequenos angulos (ver Figura 14), pode-
mos fazer para v as aproximagoes:
dx

cos(y) = e 1 (60)
dy dy
= ZLxT.g-v=—-—"2. 1
sen(7) 2 ST 9= (61)
Segue que:
d
TxP-(y—y)-P-x- . (62)

Podemos relacionar o angulo de tor¢do ¢ com a
equacao da linha elastica, da seguinte forma:

d? M, - sen

dixgzi yE.I(W). (63)
Esta deflexdo transversal ocorre no plano zy. Observa-
mos que M, sen(y) é 0 momento gerador da flexao trans-
versal, e é obtido com a proje¢cdo do M, sobre o eixo z.

Para angulos pequenos, podemos fazer a aproximagao:

sen() = ¢.
Dessa forma, a Equagéo (63) pode ser escrita como:

&y _ My-¢ P-z-p
dx? E-1 E-17°
em que o angulo de torgdo ¢ pode ser apresentado na
forma diferencial como:
dp T

e (65)

(64)

Derivando a Equagéo (65) com respeito a x, ob-

temos:
2 . 2
de _ 1 dT_ P.zdy (66)
dx? G-Jdx G- J dx?
Da Equacéo (64) e da Equacéo (66), encontra-
mos:

d*p P-zP -z

a2 G- JE-I7
L fe, P
d? " G- JE- 17T

Através da Equacgéao de Riccati (67) que modela
0 problema, podemos encontrar o angulo de torgdo .
Com as devidas mudangas de variaveis, podemos trans-
formar esta equagao na forma padrdo da equagéao de Bes-
sel com v = 1/4. As constantes arbitrarias serao obtidas
pelas condi¢cdes de contorno.

Proposigcdo 1. Se aplicarmos na equagéo

d*p de
2
@ s +(1-2a)x o
+(B°7° 2" 4+ o — 1) =0, (68)
as mudancas de variaveis:
t = B’
e = %,
entdo, encontraremos:
d?z dz
2 2 2
cuja solugao é:
z(t) = C1J,(t) + C2Y, (t) (70)

e a solucdo da Equacgéo (68) é:

o(z) = Crz“J,(Bx7) + C2z™Y, (Bz7). (71)

A demonstracdo da Proposi¢cdo 1 pode ser en-
contrada em (PEIXOTO; NASCIMENTO, 2021).

Quando aplicamos os valores

P2 1
— . E— == 72
=2 FegrEier=1 P
na Equacao (68), obtemos a Equagéao (67) e sua solugao
é:

p(@) =A- Ve Ji(B-2*)+B-Va-J (B2, (73)
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em que A e B sdo constantes arbitrarias que podem ser
determinadas pelas condi¢cdes de contorno.

Na extremidade da viga (x = 0), 0 momento tor-
sor € nulo (T" = 0) e, portanto:
do
£ =0.
dx

A derivada de ¢ pode ser calculada utilizando as
féormulas:

di [z7*J, (Bz%)] = Baz T g, 1 (Bz®)
@[ YT, (B )] = —Ba- 7, (B2).
Portanto,

Zi; =28 Va2 [A-J_ap(B-2%) — B Juu(B - 57)].
(74)

A fungdo J_s/,(x) ndo estd definida para = = 0.
Dessa forma, a Equacéo (74) sé faz sentido para A = 0.
Segue que

40— _p.2g a1 (5-7) (75)

Por outro lado, uma outra condigéo de contorno
€ ¢(L) = 0 e assim, de acordo com a Equagéo (73), te-
mos:

0=B VL -J..(8 L.
Utilizando os comandos no Python:

import mpmath as *

mp.dps = 10; mp.pretty = True
findroot(lambda x: besselj(-0.25,x),
0.1, verify=False)

encontramos o valor do primeiro zero da fungéo J_.,,(z)
e, dessa forma, temos:

Joiu(B-L?) =0= - L* =2,006209672.  (76)

Substituindo na Equacéo (76) o valor de 3, obtido na
Equacgéo (72), e isolando P, obtemos:

VG T E-1
P = 4,012509344 -~ ——, (77)

a solugao do problema.

CONSIDERACOES FINAIS

Vimos que alguns conceitos da resisténcia dos
materiais e o de curvatura de uma curva foram fundamen-
tais para o estudo. Além disso, a modelagem através das

equacdes diferenciais foi a ferramenta capaz de descrevé-
lo. Encontramos a EDO linear de segunda ordem homo-
génea (Equagédo de Riccati (67)), que por meio de mu-
dangas de variaveis foi convertida na Equagao de Bes-
sel (69) que, por comparagdo com a Equacgéao (68), obti-
vemos o parametro v = 1/4 e, consequentemente, deter-
minamos a solugdo em termos de fungdes de Bessel de
primeira e segunda espécies (Equagao (73)). Com este
resultado, encontramos a carga critica de flambagem la-
teral com torgdo de uma viga engastada (Equacéo (77)),
um problema de instabilidade presente em vigas esbeltas
sujeitas a aplicacdo de cargas.
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