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RESUMO
Neste trabalho, estudaremos soluções sólitons da equação KdV
em (2+1) dimensões através do método de Hirota. Soluções só-
litons, dromions e solitoff são estudadas, bem como a interação
entre dromions e solitoffs.

Palavras-chave: sólitons, Método de Hirota, estruturas coeren-

tes em (2 + 1) dimensões.

ABSTRACT
In this work, we will study Solitons solutions of the KdV equation
in (2+1)-dimensions using the Hirota method. Solutions solitons,
dromions and solitoff are studied, as well as the interaction be-
tween dromions and solitoffs.

Keywords: Solitons, Hirota Method, Coherent structures in (2 +
1)-dimensions.
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INTRODUÇÃO

Desde a primeira observação consciente do
fenômeno solitônico, realizada por Jonh Scott Russel
(1808-1882) no canal de Edinburgh-Glasgow, em 1843,
o estudo dos sólitons tem atraído a atenção de diver-
sos pesquisadores utilizando as mais variadas aborda-
gens científicas, como por exemplo métodos numéricos,
métodos geométricos, métodos algébricos, métodos ana-
líticos, etc.. O principal motivo de tão variadas aborda-
gens utilizadas, deve-se ao fato dos fenômenos solitôni-
cos possuírem aplicações nas mais variadas áreas das
ciências (ver (DRAZIN et al., 1989; ZABUSKY; KRUSKAL,
1965; REMOISSENET, 1999; RAJARAMAN, 1982; GO-
MES; MELO; ZIMERMAN, 2009; DAS, 1989; FERMI; J.;
ULAM, 1965; TODA, 1989; MIURA; GARDNER; KRUS-
KAL, 1968; CHALUB; ZUBELLI, 2001)).

Neste texto, entendemos os sólitons como on-
das não lineares com as seguintes propriedades:

1. É uma onda localizada que se propaga sem mu-
dança de forma e velocidade; t’

2. São ondas estáveis mesmo após sua interação com
outros sólitons.

Importante observar que as ondas não lineares
são soluções especiais de equações diferenciais não li-
neares. Neste ponto, convém chamar atenção ao fato
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que equações diferenciais não lineares não obedecem
ao princípio de superposição e não possuem um método
geral de solução (Em analogia as irmãs lineares). Desta
maneira, para obtermos as soluções sólitons, usaremos
o método de Hirota. Este método foi introduzido na dé-
cada de 60 pelo pesquisador Hyogo Hirota e de forma
simplificada pode ser entendido nos dois passos a seguir
(HIROTA, 1980):

1. Defina uma mudança de variável cuja finalidade é
transformar a equação diferencial não linear sob es-
tudo em outra equação, a chamada equação bili-
near;

2. Expanda a nova variável em série de potências em
um parâmetro ϵ. Cada potência de ϵ irá resultar
numa solução sóliton.

Pela simplicidade dos passos fundamentais
elencados acima, o método de Hirota é também conhe-
cido com método direto. Uma vantagem deste método é
a possibilidade de sua utilização para obtermos novas
generalizações de equações integráveis (HIETARINTA,
1987a), (HIETARINTA, 1987b), (HIETARINTA, 1987c) e
(HIETARINTA, 1987d).

Este artigo será dividido da seguinte forma: Na
seção 1, estudaremos a equação KdV em (1 + 1)-
dimensões e suas soluções sólitons; Na seção 2, estuda-
remos uma interessante generalização da equação KdV

em (2 + 1)-dimensões e apresentaremos suas soluções
sólitons, bem como outras estruturas coerentes que sur-
gem no contexto de (2 + 1)-dimensões; Na seção 3, apre-
sentaremos nossas conclusões e perspectivas.

A EQUAÇÃO KdV EM (1 + 1)-DIMENSÕES

A equação de Korteweg de Vries (equação
KdV ) é dada por:

ut − 6uux + uxxx = 0, (1)

onde u = u(x, t) e os sub-índices indicam derivadas par-
ciais. Esta equação é usada na modelagem de ondas em
águas rasas e foi introduzida por D. J. Korteweg e G. de
Vries (ver (KORTEWEG; VRIES, 1985)) para resolver te-
oricamente a observação feita por Jonh Scott Russel no
canal de Edinburgh-Glasgow, em 1843, isto é, a equação
KdV pode ser associada ao problema físico de ondas
propagando-se num canal raso. Para resolvermos a equa-
ção KdV , utilizaremos a mudança de variável,

u = −2[ln(f)]xx. (2)

Substituindo (2) em (1), obtemos:

fxtf − fxft + 3f2
xx + fxxxx f − 4fxxxfx = 0. (3)

A equação (3) pode ser rescrita como,

Dx(Dt + D3
x)f · f = 0, (4)

onde Di é chamado de operador bilinear, cuja definição
é dada por:

Dm
x Dn

t (a · b) (5)

=
(

∂

∂x
− ∂

∂x′

)m (
∂

∂t
− ∂

∂t′

)n

a(x, t)b(x′, t′)

∣∣∣∣∣
x=x′

t=t′

A equação (4) é chamada de forma bilinear da
equação KdV e constitui o primeiro passo do formalismo
de Hirota. O próximo passo é utilizar a expansão,

f(x, t) =
n∑

i=0

ϵifi(x, t) (6)

= 1 + ϵ1f1(x, t) + ϵ2f2(x, t) + . . . ,

onde f0 = 1. Substituindo (6) em (4) e igualando os co-
eficientes de ϵn a zero, obtemos o conjunto de equações:

Dx(Dt + D3
x)(1 · 1) = 0 (7)

Dx(Dt + D3
x)(1 · f1 + f1 · 1) = 0, (8)

Dx(Dt + D3
x)(1 · f2 + f1 · f1 + f2 · 1) = 0, (9)

...

Dx(Dt + D3
x)

N∑
m=0

(fN−m · fm) = 0. (10)

As equações (7)- (10) possuem graus, respecti-
vamente, iguais a ϵ0, ϵ1, ϵ2, . . . , ϵN .

É importante observar que a equação de grau
um pode ser reescrita na sua forma diferencial como:

f1(x, t)xt + f1(x, t)xxxx = 0, grau ϵ1. (11)

Isto é, uma equação linear!

Agora, estamos em posição de encontrar as
soluções sólitons do modelo. Uma possível solução da
equação (11) é

f1(x, t) = ek1x+ω1t. (12)

Substituindo a equação (12) na (11), encontra-
mos ω1 = −k3

1 . Logo, a solução 1-sóliton é dada por:

u = −2[ln(1 + ρ1)]xx, (13)

onde
ρ1 = 1 + ek1x−k3

1t. (14)

Cruz, K. G. , De melo, G. R. 2
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De fato, podemos reescrever a solução (13) na
celebrada forma da solução 1-sóliton da equação KdV :

u = −2k2
1 sech2(k1x − 4k3

1t). (15)

As figuras 1, 2 e 3 apresentam gráficos da solu-
ção 1-sóliton com k1 = 0, 4.

Figura 1 – Solução 1-sóliton t = −50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 2 – Solução 1-sóliton t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 3 – Solução 1-sóliton t = 50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Vale a pena destacar, na solução (16), que a
amplitude da solução 1-sóliton depende do parâmetro k,
a velocidade do sóliton, isto é, sólitons mais altos viajam
mais depressa!

Para encontrarmos a solução 2-sólitons, nós pre-
cisamos, novamente, resolver o conjunto de equações
(7)- (11).

Outra possível solução da equação (11) é:

f1(x, t) = ρ1 + ρ2, (16)

onde ρi = 1 + ekix−ω3
i t e ωi = −k3

i . Entretanto, agora,
teremos que resolver a equação para ϵ2, cuja solução é
dada por:

f2(x, t) = a12ρ1ρ2, (17)

com

a12 = (k1 − k2)2

(k1 + k2)2 . (18)

Desta forma, a solução 2-sólitons é dada por

u = −2[ln(1 + ρ1 + ρ2 + a12ρ1ρ2)]xx. (19)

O termo a12 é responsável pela interações entre
os sólitons.

As figuras 4, 5 e 6 apresentam gráficos da solu-
ção 2-sólitons com k1 = 0, 2 e k2 = 0, 4.

Figura 4 – Solução 2-sólitons t = −350

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 5 – Solução 2-sólitons t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Cruz, K. G. , De melo, G. R. 3
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Figura 6 – Solução 2-sólitons t = 350

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Observe que o sóliton mais alto ultrapassa o
mais baixo. De maneira similar, devemos resolver o con-
junto de equações (7)- (11) para encontrar a solução 3-
sólitons. Neste caso, teremos a solução:

f(x, t) = 1 + ρ1 + ρ2 + ρ3 + a12ρ1ρ2 + a13ρ1ρ3

+a23ρ2ρ3 + a123ρ1ρ2ρ3, (20)

com

aij = (ki − kj)2

(ki + kj)2 , (21)

ρi = 1 + ekix−k3
i t, (22)

a123 = a12a13a23. (23)

As figuras 7, 8 e 9 apresentam gráficos da solu-
ção 3-sólitons com k1 = 0, 2, k2 = 0, 4 e k3 = 0, 6.

Figura 7 – Solução 3-sólitons t = −350

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 8 – Solução 3-sólitons t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 9 – Solução 3-sólitons t = 350

Fonte: Figura elaborada pelo autor

A EQUAÇÃO KdV EM (2 + 1)-DIMENSÕES

Nesta seção, estudaremos os sólitons em (2+1)-
dimensões. Para isso, estudaremos uma generalização
da equação KdV para (2 + 1)-dimensões, a equação de
Nizhnik–Novikov–Veselov em (2+1)-dimensões (BOITI et
al., 1986). Para isso, tomaremos como ponto de partida
a forma bilinear da equação KdV em (1 + 1)- dimensões
obtida na seção anterior, equação (4):

Dx(Dt + D3
x)f · f = 0. (24)

A nova equação será obtida realizando a per-
muta do primeiro Dx por Dy, o que resulta

Dy(Dt + D3
x) · f · f = 0. (25)

Sua forma diferencial pode ser obtida admitindo-
se o campo físico

u = −2[ln(f)]xy. (26)

Substituindo-se (26) em (25) e após algumas
manipulações, obtemos a forma diferencial da equação
(27):

ut + uxxx = 3(u∂−1
y ux)x. (27)

Observe que ao fazer x = y, a equação (27) se
reduz a equação (1), justificando sua alcunha de equa-
ção KdV em (2 + 1)-dimensões. Fenômenos com estru-
turas localizadas em (2 + 1)-dimensões são bem mais
ricos que em (1 + 1)-dimensões.

Nas próximas subseções estudaremos algumas
estruturas localizadas em (2 + 1)-dimensões tendo como
ponto de partida a definição de sólitons apresentadas na
introdução deste texto.

Sólitons linha

Uma extensão natural da estrutura solitônica
apresentada (1 + 1)-dimensão são os sólitons linhas da-

Cruz, K. G. , De melo, G. R. 4
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dos pela expansão:

f(x, y, t) =
n∑

i=0

ϵifi = 1 + ϵ1f1 + ϵ2f2 + ϵ3f3 + . . . . (28)

De maneira similar ao caso unidimensional,
substituiremos a equação (28) em (25) e igualaremos
os coeficientes de ϵn a zero, obtendo o conjunto de equa-
ções:

Dy(Dt + D3
x) · 1 · 1 = 0, (29)

Dy(Dt + D3
x) · (1 · f1 + f1 · 1) = 0, (30)

Dy(Dt + D3
x) · (1 · f2 + f1 · f1 + f2 · 1) = 0, (31)

...

Dy(Dt + D3
x)

N∑
m=0

(fN−m · fm) = 0. (32)

As equações (29)- (32) possuem graus, respec-
tivamente, iguais a ϵ0, ϵ1, ϵ2, . . . , ϵN .

A equação de grau um pode ser reescrita na
forma diferencial como:

f1(x, y, t)yt + f1(x, y, t)yxxx = 0, grau ϵ1. (33)

Novamente uma equação linear! Desta maneira,
teremos as soluções:

• Solução 1 sóliton linha

f = 1 + f1(x, y, t), (34)

onde
f1(x, y, t) = ρ1. (35)

• Solução 2 sólitons linha

f = 1 + f1(x, y, t) + f2(x, y, t), (36)

onde

f1(x, y, t) = ρ1 + ρ2, (37)

f2(x, y, t) = a12ρ1ρ2. (38)

• Solução 3 sóliton linha

f = 1 + f1(x, y, t) + f2(x, y, t) + f3(x, y, t). (39)

onde

f1(x, y, t) = ρ1 + ρ2 + ρ3, (40)

f2(x, y, t) = a12ρ1ρ2 + a13ρ1ρ3 + a23ρ2ρ3, (41)

f3(x, y, t) = a123ρ1ρ2ρ3. (42)

Nas soluções (40), (41) e (42), temos:

aij = (ki − kj)(li − lj)
(li + lj)(ki + kj) , (43)

ρi = 1 + ekix+liy−k3
i t, (44)

a123 = a12a13a23. (45)

As figuras 10, 11, 12, 13, 14 e 15 apresentam
gráficos das soluções sólitons linha u = −2[ln(f)]xy.

Figura 10 – 1-sóliton linha t = −50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 11 – 1-sóliton linha t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Cruz, K. G. , De melo, G. R. 5
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Figura 12 – 1 sóliton linha t = 50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 13 – 2-sólitons linha t = −50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 14 – 2-sólitons linha t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 15 – 2 sólitons linha t = 50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 16 – 3-sólitons linha t = −50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 17 – 3-sólitons linha t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Cruz, K. G. , De melo, G. R. 6
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Figura 18 – 3-sólitons linha t = 50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

As figuras 16, 17 e 18, temos k1 = 0, 2, k2 = 0, 4,
k3 = 0, 6, l1 = −0, 2, l2 = 0, 3 e l3 = −0, 36.

Solução tipo Dromion

Uma interessante estrutura coerente é a cha-
mada solução tipo dromion (ver (HIETARINTA, 1990) e
(RADHA R.; LAKSHMANAN, 1994)). Tais soluções são
obtidas utilizando as funções:

f1(x, y, t) = ek1x+ω1t + el1y, (46)

f2(x, y, t) = a12ek1x+ω1tel1y. (47)

onde ω1 = −k3
1 .

Observe que (46) e (47) são soluções possí-
veis do conjunto de equações (32).

A figura 19 apresenta o gráfico da solução tipo
dromion u = −2[ln(f)]xy.

Figura 19 – Solução tipo dromion

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Solução tipo Solitoff

Outra interessante estrutura coerente é a cha-
mada solução tipo solitoff (CHOW, 1996). Tais soluções
são obtidas assumindo

f1(x, y, t) = el1y, (48)

f2(x, y, t) = a12ek1x+ω1tel1y. (49)

onde ω1 = −k3
1 .

Novamente, observe que (48) e (49) são
soluções possíveis do conjunto de equações (32).

Figura 20 – Solução tipo solitoff

Fonte: Figura elaborada pelo autor

A figura 20 apresentamos o gráfico da solução
tipo solitoff u = −2[ln(f)]xy.

Interação Dromion Solitoff

Nesta seção, introduziremos um novo tipo de so-
lução da equação de NizhnikNovikovVeselov em (2 + 1)-
dimensões. Esta nova solução descreve a interação entre
1-Solitoff e 1-dromion. Para este fim, tomemos:

f1(x, y, t) = ek1x+ω1t + ek2x+ω2t + el1y, (50)

no método de Hirota. Isto implica que o grau de ϵ2 resulta

f2(x, y, t) = a13ek1x+ω1tel1y + a23ek2x+ω2tel1y. (51)

e para o grau de ϵ3, obtemos:

f3(x, y, t) = a123ek1x+ω1tek2x+ω2tel1y, (52)

com
a123 = (a23 − a13)k2 − k1

k2 + k1
, (53)

e ωi = −k3
i . Desta forma, obtemos a solução:

u = −2[ln(1+f1(x, y, t)+f2(x, y, t)+f3(x, y, t))]xx. (54)

Observe o novo termo de interação em (53). Tal
termo nos permite explorar novas possibilidades de inte-

Cruz, K. G. , De melo, G. R. 7
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ração entre dromions e solitoffs. A seguir, traçamos al-
guns gráficos da solução (54) com os parâmetros k1 =
0, 4, k2 = 0, 7, l1 = 0, 5, a13 = 2 e a23 = 0, 2.

Figura 21 – Interação dromion e solitoff t = −180

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 22 – Interação dromion e solitoff t = −100

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 23 – Interação dromion e solitoff t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 24 – Interação dromion e solitoff t = 50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 25 – Interação entre dromion e solitoff t = 100

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 26 – Interação dromion e solitoff t = 200

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Cruz, K. G. , De melo, G. R. 8
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CONCLUSÃO

Neste artigo, estudamos soluções sólitons de
equações diferenciais não lineares em (1 + 1) e (2 + 1) di-
mensões através do método de Hirota. Em particular, es-
tudamos a equação KdV em (1 + 1) e (2 + 1) dimensões
e apresentamos uma nova solução da equação Nizhnik-
NovikovVeselov (Equação KdV em (2 + 1) dimensões).
Esta nova solução, equação (54), descreve a interação
entre um dromion e um solitoff. No nosso melhor conheci-
mento, a solução (58) é uma nova solução e ainda não foi
apresentada na literatura. Convém destacar que ainda es-
tamos analisando as propriedades da solução (54). Apa-
rentemente, a interação apresentada nas figuras 21, 22
e 23 e as, 24, 25 e 26, assemelham-se às ondas propa-
gadas de meios menos densos para meios mais densos.
Acreditamos que a nova solução aqui apresentada possa
ser aplicada a outros sistemas físicos não lineares.
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