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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos solugdes solitons da equagdo KdV
em (24 1) dimensdes através do método de Hirota. Solugdes s6-
litons, dromions e solitoff sdo estudadas, bem como a interagao
entre dromions e solitoffs.

Palavras-chave: sélitons, Método de Hirota, estruturas coeren-
tes em (2 + 1) dimensdes.

ABSTRACT

In this work, we will study Solitons solutions of the KdV equation
in (24 1)-dimensions using the Hirota method. Solutions solitons,
dromions and solitoff are studied, as well as the interaction be-
tween dromions and solitoffs.

Keywords: Solitons, Hirota Method, Coherent structures in (2 +

1)-dimensions.
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INTRODUCAO

Desde a primeira observagao consciente do
fendmeno solitdnico, realizada por Jonh Scott Russel
(1808-1882) no canal de Edinburgh-Glasgow, em 1843,
o estudo dos solitons tem atraido a atengdo de diver-
so0s pesquisadores utilizando as mais variadas aborda-
gens cientificas, como por exemplo métodos numéricos,
métodos geométricos, métodos algébricos, métodos ana-
liticos, etc.. O principal motivo de tdo variadas aborda-
gens utilizadas, deve-se ao fato dos fenémenos solitoni-
cos possuirem aplicagbes nas mais variadas areas das
ciéncias (ver (DRAZIN et al., 1989; ZABUSKY; KRUSKAL,
1965; REMOISSENET, 1999; RAJARAMAN, 1982; GO-
MES; MELO; ZIMERMAN, 2009; DAS, 1989; FERMI; J.;
ULAM, 1965; TODA, 1989; MIURA; GARDNER; KRUS-
KAL, 1968; CHALUB; ZUBELLLI, 2001)).

Neste texto, entendemos os sélitons como on-
das néo lineares com as seguintes propriedades:

1. E uma onda localizada que se propaga sem mu-
danca de forma e velocidade; t

2. Sao ondas estaveis mesmo apds sua interagdo com
outros sdélitons.

Importante observar que as ondas nao lineares
sao solugbes especiais de equagdes diferenciais nao li-
neares. Neste ponto, convém chamar atencdo ao fato
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que equagdes diferenciais ndo lineares ndo obedecem
ao principio de superposi¢do e ndo possuem um método
geral de solugéo (Em analogia as irmas lineares). Desta
maneira, para obtermos as solugdes sdlitons, usaremos
0 método de Hirota. Este método foi introduzido na dé-
cada de 60 pelo pesquisador Hyogo Hirota e de forma
simplificada pode ser entendido nos dois passos a seguir
(HIROTA, 1980):

1. Defina uma mudancga de variavel cuja finalidade é
transformar a equagéo diferencial nao linear sob es-
tudo em outra equagdo, a chamada equagéo bili-
near;

2. Expanda a nova varidvel em série de poténcias em
um parametro e. Cada poténcia de ¢ ira resultar
numa solugéo soliton.

Pela simplicidade dos passos fundamentais
elencados acima, o método de Hirota é também conhe-
cido com método direto. Uma vantagem deste método é
a possibilidade de sua utilizagdo para obtermos novas
generalizagbes de equagdes integraveis (HIETARINTA,
1987a), (HIETARINTA, 1987b), (HIETARINTA, 1987c) e
(HIETARINTA, 1987d).

Este artigo sera dividido da seguinte forma: Na
secao 1, estudaremos a equagdo KdV em (1 + 1)-
dimensdes e suas solugdes solitons; Na secéo 2, estuda-
remos uma interessante generalizacdo da equacdo KdV
em (2 + 1)-dimensées e apresentaremos suas solucoes
solitons, bem como outras estruturas coerentes que sur-
gem no contexto de (2+ 1)-dimensdes; Na secéo 3, apre-
sentaremos nossas conclusdes e perspectivas.

A EQUACAO KdV EM (1 + 1)-DIMENSOES

A equagdo de Korteweg de Vries (equacéo
KdV) é dada por:

ut — 6uu:1; + Uzgzr = 07 (1)

onde u = u(z,t) e os sub-indices indicam derivadas par-
ciais. Esta equacéo é usada na modelagem de ondas em
aguas rasas e foi introduzida por D. J. Korteweg e G. de
Vries (ver (KORTEWEG; VRIES, 1985)) para resolver te-
oricamente a observagao feita por Jonh Scott Russel no
canal de Edinburgh-Glasgow, em 1843, isto é, a equagéo
KdV pode ser associada ao problema fisico de ondas
propagando-se num canal raso. Para resolvermos a equa-
¢ao KdV, utilizaremos a mudanga de variavel,

—2fn(f)]uo- @)

u =

Substituindo (2) em (1), obtemos:

forf = fofe +3f20 + fononf — Afzaafe = 0. (3)

A equacgao (3) pode ser rescrita como,
Do(Di+ D3)f - f =0, (4)

onde D, é chamado de operador bilinear, cuja definigao
€ dada por:

DD} (a - b) (%)

8 8 m a 8 n ,
= (5 a0) (5 20) e

A equacédo (4) é chamada de forma bilinear da
equacao K dV e constitui o primeiro passo do formalismo
de Hirota. O proximo passo é utilizar a expansao,

Y efilat) (6)
1=0

L+ e fi(z,t) + € fam,t) + ...,

f(l',t) =

onde fo = 1. Substituindo (6) em (4) e igualando os co-
eficientes de €™ a zero, obtemos o conjunto de equacgdes:

D.(D:+DH1-1) = 0 (7)
Do(De+D)(1-fi+f-1) = 0, (8)
Do(Di+D)(1- fat+ fi-fi+far1) = 0, (9)

N
o(Di+ DY (fn-m fm) = 0,
m=0

As equacdes (7)- (10) possuem graus, respecti-

vamente, iguais a €, €', €2, ..., €Y.

E importante observar que a equagido de grau
um pode ser reescrita na sua forma diferencial como:

fl(x>t)fﬁt + f1($7t)1LLl = 07 grau 61. (1 1)

Isto é, uma equagéo linear!

Agora, estamos em posi¢cdo de encontrar as
solugdes solitons do modelo. Uma possivel solugao da
equacao (11)é

kiz+twit

fi(z,t) =e (12)

Substituindo a equacédo (12) na (11), encontra-
mos w1 = —k3. Logo, a solucéo 1-séliton é dada por:

w = —2[In(L + p1)]ea, (13)

onde
kiz—kit

pr=1+e (14)
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De fato, podemos reescrever a solugdo (13) na
celebrada forma da solucdo 1-séliton da equacédo KdV':

u = —2kj sech® (ki — 4K3t). (15)

As figuras 1, 2 e 3 apresentam graficos da solu-
¢ao 1-soliton com ky = 0, 4.

Figura 1 — Solucéo 1-séliton ¢ = —50

x
—40 -20 [ 20 a0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 2 — Solugéo 1-séliton t = 0

=21
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=0.020

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 3 — Solugéo 1-séliton ¢ = 50

o=

—40 —20 20 <0

- 0,020

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Vale a pena destacar, na solugdo (16), que a
amplitude da solugéo 1-s6liton depende do parémetro k,
a velocidade do sdliton, isto &, sélitons mais altos viajam
mais depressal

Para encontrarmos a solugéo 2-sélitons, nés pre-
cisamos, novamente, resolver o conjunto de equagoes

(7)- (11).
Outra possivel solugao da equagdo (11) é:

fi(z,t) = p1 4+ p2, (16)

3
onde p, = 1+ eFi?wit @ w; = —k?. Entretanto, agora,
teremos que resolver a equagéo para €2, cuja solucéo é
dada por:

f2(z,t) = a12p1p2, (17)
com ( -
k1 — ko
= W he) 18
M2 ey + ko) (18)

Desta forma, a solugédo 2-s6litons é dada por

u= —=2[In(1+ p1 + p2 + a12p1p2)]zx- (19)

O termo a1 € responsavel pela interagdes entre
os solitons.

As figuras 4, 5 e 6 apresentam graficos da solu-
¢ao 2-solitons com k1 = 0,2 e k2 = 0, 4.

Figura 4 — Solucéo 2-sélitons ¢t = —350
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—0.07
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Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 5 — Solugao 2-s6litons ¢t = 0

- 100 —50 50 1040
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Fonte: Figura elaborada pelo autor
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Figura 6 — Solugéo 2-sélitons ¢ = 350
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Fonte: Figura elaborada pelo autor

Observe que o séliton mais alto ultrapassa o
mais baixo. De maneira similar, devemos resolver o con-
junto de equagbes (7)- (11) para encontrar a solugéo 3-
sélitons. Neste caso, teremos a solucéo:

flz,t) = 1+ p1+p2+ps+aizpipz +azpips
+az23p2p3 + a12301 0203, (20)
com
(ki — kj)?
G o= k) 21
o (ki + k;)? &0
pi = 14ehieh (22)
a123 = G12013023. (23)

As figuras 7, 8 e 9 apresentam graficos da solu-
¢ao 3-solitons com k1 = 0,2, ko = 0,4 e ks = 0, 6.

Figura 7 — Solucéo 3-sélitons ¢t = —350

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 8 — Solugao 3-s6litons ¢t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 9 — Solucao 3-sélitons ¢ = 350

100 \ s0

Fonte: Figura elaborada pelo autor

A EQUACAO KdV EM (2 + 1)-DIMENSOES

Nesta se¢éo, estudaremos os sélitons em (2+1)-
dimensdes. Para isso, estudaremos uma generalizagdo
da equagdo KdV para (2 + 1)-dimensdes, a equacéo de
Nizhnik—Novikov—Veselov em (2+1)-dimensoes (BOITI et
al., 1986). Para isso, tomaremos como ponto de partida
a forma bilinear da equagdo KdV em (1 + 1)- dimensdes
obtida na secéo anterior, equacédo (4):

D.(D;+D3f - f=0. (24)

A nova equacgao serd obtida realizando a per-
muta do primeiro D, por D,, 0 que resulta

Dy(Dy+D3)- f-f=0. (25)

Sua forma diferencial pode ser obtida admitindo-
se 0 campo fisico

u=—=2[In(f)]zy. (26)

Substituindo-se (26) em (25) e apds algumas
manipulagbes, obtemos a forma diferencial da equagao
(27):

Ut + Uszw = 3(udy s (27)

Observe que ao fazer x = y, a equagao (27) se
reduz a equagéo (1), justificando sua alcunha de equa-
¢do KdV em (2 + 1)-dimensdes. Fenémenos com estru-
turas localizadas em (2 + 1)-dimensdes sao bem mais
ricos que em (1 + 1)-dimensdes.

Nas proximas subsegdes estudaremos algumas
estruturas localizadas em (2 + 1)-dimensdes tendo como
ponto de partida a definicao de sélitons apresentadas na
introducao deste texto.

Sélitons linha

Uma extensdo natural da estrutura soliténica
apresentada (1 + 1)-dimensao séo os solitons linhas da-
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dos pela expanséo:

Flay, )= efi=1+e i+t el fs+.... (28)

=0

De maneira similar ao caso unidimensional,
substituiremos a equagao (28) em (25) e igualaremos
os coeficientes de €" a zero, obtendo o conjunto de equa-
coes:

Dy(D:+D32)-1-1 = 0, (29)
Dy(Di+D3)-(1-fi+fi-1) = 0, (30)
Dy(Di+D3)-(1- fat fi-fi+fa-1) = 0, (31)

N
Dy(Di+D2) Y (fxom fm) = 0. (32)

m=0

As equacgdes (29)- (32) possuem graus, respec-
tivamente, iguais a €%, ¢!, €2, ..., €Y.

A equagéo de grau um pode ser reescrita na
forma diferencial como:

fl(x»% t)yt +f1(xay7t)y112 = 07 grau 61' (33)

Novamente uma equagéo linear! Desta maneira,
teremos as solugdes:

» Solugéo 1 soliton linha

f:1+f1($7y7t)7 (34)

onde
fl(x7y>t) = pP1. (35)

* Solugao 2 solitons linha

f:1+fl(m7yat)+f2(x7yat)a (36)

onde
filz,y,t) = p1+pe, (87)
fa(z,y,t) = ai2p1pa. (38)

* Solugao 3 soliton linha

f=1+ filz,y,t) + fa(z,y,0) + f3(z,y,t). (39)
onde
fi(@,y,t) = p1+p2+p3,  (40)

Ja(w,y,t) = ar2p1p2 + a13p1ps + azspaps,  (41)
f3(m,y7 t) = a123P1P2pP3- (42)

Nas solugdes (40), (41) e (42), temos:

(ki — k)i = 1)
(i = Ry) Ui = &) 43
! (li + 1) (ki + k) (*3)
pi = 1 ehthuhl (44)
a123 = A12a130G23. (45)

As figuras 10, 11, 12, 13, 14 e 15 apresentam
gréficos das solugdes sélitons linha u = —2[In(f)]zy-

Figura 10 — 1-sd6liton linha t = —50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 11 — 1-séliton linha ¢t = 0

Fonte: Figura elaborada pelo autor
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Figura 12 — 1 sdliton linha t = 50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 13 — 2-sdlitons linha ¢t = —50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 14 — 2-s¢litons linha t = 0
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Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 15 — 2 sdlitons linha ¢t = 50
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Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 16 — 3-solitons linha t = —50
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Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 17 — 3-sdlitons linha t = 0
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Fonte: Figura elaborada pelo autor
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Figura 18 — 3-sélitons linha t = 50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

As figuras 16,17 e 18,temos k1 = 0,2, k2 = 0,4,
ks =0,6,11 =—0,2,l2 =0,3els =—0,36.

Soluc3o tipo Dromion

Uma interessante estrutura coerente é a cha-
mada solugao tipo dromion (ver (HIETARINTA, 1990) e
(RADHA R.; LAKSHMANAN, 1994)). Tais solugbes sao
obtidas utilizando as funcdes:

fl(-’l:, v, t) _ ek1z+w1t + €l1y, (46)
fo(z,y,t) = arae ™ottty (47)
onde w; = —k3.

Observe que (46) e (47) sdo solugdes possi-
veis do conjunto de equagbes (32).

A figura 19 apresenta o grafico da solugéo tipo
dromion u = —2[In(f)]zy.

Figura 19 — Solugao tipo dromion

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Solucdo tipo Solitoff

QOutra interessante estrutura coerente é a cha-
mada solugdo tipo solitoff (CHOW, 1996). Tais solugbes
sdo obtidas assumindo

filz,yt) = €, (48)
fo(z,y,t) = appefTtertehiy, (49)
onde w; = —kj.

Novamente, observe que (48) e (49) sao

(32).

solugcbes possiveis do conjunto de equagdes
Figura 20 — Solugéo tipo solitoff

Fonte: Figura elaborada pelo autor

A figura 20 apresentamos o grafico da solugao
tipo solitoff uw = —2[In(f)]xy-

Interacdo Dromion Solitoff

Nesta secao, introduziremos um novo tipo de so-
lugdo da equacéo de NizhnikNovikovVeselov em (2 + 1)-
dimensodes. Esta nova solugao descreve a interagao entre
1-Solitoff e 1-dromion. Para este fim, tomemos:

Jilw,yt) = et fement g by (50)

no método de Hirota. Isto implica que o grau de € resulta

2(z,y,t) = ajzef eIty o oo ehertwet iy 51
b

e para o grau de €, obtemos:

f3(337y7 t) _ a1236k1w+w1t6k2x+w2telly, (52)

com
ko — k1
ko + k1’

e w; = —k?. Desta forma, obtemos a solugao:

ai23 = (a23 - a13)

u= —2[ln(1+f1(a:,y, t)+f2($,y,t)+f3(l‘,y, t))]zz (54)

Observe o0 novo termo de interacdo em (53). Tal
termo nos permite explorar novas possibilidades de inte-
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ragcdo entre dromions e solitoffs. A seguir, tragamos al-
guns graficos da solugdo (54) com os parametros ki =
0,4, ko :0,7, A :0,5, a13 = 2 € ass :0,2.

Figura 21 — Interacdo dromion e solitoff t = —180

Loy

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 22 — Interacdo dromion e solitoff t = —100

o
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Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 23 — Interagdo dromion e solitoff t = 0
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Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 24 — Interagao dromion e solitoff ¢ = 50

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 25 — Interagdo entre dromion e solitoff ¢ = 100

Fonte: Figura elaborada pelo autor

Figura 26 — Interagao dromion e solitoff t = 200

Fonte: Figura elaborada pelo autor
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CONCLUSAO

Neste artigo, estudamos solu¢des sdlitons de
equagdes diferenciais ndo linearesem (1+1) e (2+1) di-
mensodes através do método de Hirota. Em particular, es-
tudamos a equagéo KdV em (1+1) e (2+ 1) dimensbes
e apresentamos uma nova solugéo da equacao Nizhnik-
NovikovVeselov (Equagédo KdV em (2 + 1) dimensoes).
Esta nova solugdo, equagéao (54), descreve a interacéo
entre um dromion e um solitoff. No nosso melhor conheci-
mento, a solugdo (58) é uma nova solugéo e ainda néo foi
apresentada na literatura. Convém destacar que ainda es-
tamos analisando as propriedades da solu¢do (54). Apa-
rentemente, a interagdo apresentada nas figuras 21, 22
e 23 e as, 24, 25 e 26, assemelham-se as ondas propa-
gadas de meios menos densos para meios mais densos.
Acreditamos que a nova solugao aqui apresentada possa
ser aplicada a outros sistemas fisicos néo lineares.
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